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Luku 1

Johdanto

Digitaaliset korkeusmallit ovat geoinformatiikassa yleisesti kiiytetty tapa kuva-
ta maanpinnan korkeutta. Digitaalinen korkeusmalli (DEM, Digital Elevation
Model) voidaan esittas esimerkiksi suorakaiteen muotoisena hilana (Kuva 1.1),
jota kasitelldén tietokoneella kaksiulotteisena, maanpinnan korkeuksia sisélti-
vand taulukkona (korkeusmatriisi).

Digitaaliset korkeusmallit ovat yksinkertaisuutensa takia suosittu maanpin-
nan korkeuden esitystapa, kun korkeustietoa halutaan analysoida, korjailla tai
muuten jélkikasitelld. Tyypillisid korkeusmallien kisittely ja analysointimenetel-
mid ovat kvalitatiivisten mittausvirheiden ja vdiristymien poisto kuten kuop-
pien tdyttd, pisteen valuma-alueen laskeminen korkeusmallista , korkeusmallin
kolmiulotteinen visualisointi ja maastosta mitattujen arvojen inter- tai ekstra-
polointi muihin mallin pisteisiin. Perusmenetelmien liséiksi on edistyksellisempia
tilastollisia mallintamis- ja analysointimenetelmii kiiytetty spatiaalisten eli eti-
syyden mukaan riippuvien mittauksien, esimerkiksi korkeusmittauksien, analy-
soimisessa ja tutkimisessa [Swa 99, Ker 00]. Tilastolliset mallit ja niilld laskevat
menetelmét kuten my6hemmin esiteltivd Monte Carlo (MC) integrointi eli si-
mulointi ja satunnaismuuttujien néytteistys ovat seki laskennallisesti aiempaa
huomattavasti raskaampia ettd matemaattisesti monimutkaisempia vaatien ai-
empaa tehokkaampien laskentamenetelmien kehittadmista.

1.1 Tyon tavoite

Ty6n tavoitteena on tutustua korkeusmallien, jotka téssi tyGssd ovat aina suo-
rakaiteen muotoisia korkeusmatriiseja X, tilastollisiin mallintamistapoihin ja
valuma-alueiden laskentamenetelmiin, seké kehittds ja toteuttaa hajautettuja
valuma-alueiden laskentamenetelmid. Tyon lopputuloksena on korkeushilan ti-
lastollista jakaumamallinnusta, Monte Carlo integrointia ja hajautettua lasken-
taa hyodyntévd valuma-alueiden laskentaohjelma, jonka toimintaa ja skaalau-
tuvuutta testataan Tieteellisen laskennan CSC:n klusterilaskentaympiristossa.
Ohjelman kiiyttdja voi maéritelld korkeusmallille normaalijakaumaan perustu-
van virhejakauman ja laskea valuma-alueet merkitsemillensd valumapisteille.
Ohjelma toimii iteratiivisesti parantaen ratkaisun tarkkuutta joka iteraatiolla
ja haluttaessa ohjelma pystyy iteraatioiden vilissé laskemaan arvioita tulokses-
sa vield jiljelld olevasta virheestd. Tyossé kilytettéviit laskentamenetelmit pe-
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Kuva 1.1: Diskretoitu korkeusmalli



1.1. TYON TAVOITE 3

rustuvat pédasiassa Geodeettisella laitoksen korkeusmallien tilastollisia virhe-
malleja ja valuma-alueiden laskentaa kisitteleviin tutkimuksiin[Oks 05, Oks 6].

Kuva 1.2: Todennékdisyys kuulua pisteen valuma-alueeseen ja suurennos alueen
1 reunalta

1.1.1 Laskentamenetelmi

Toteutettava ohjelma laskee annetun korkeusmallin korkeusmatriisin X jokai-
seen pisteeseen x todenndkéisyyden p, jolla piste kuuluu annetun pisteen y
valuma-alueeseen. Pisteen y valuma-alue korkeusmatriisissa X on veden vir-
tausalue, joka virratessaan ulos matriisin X alueelta kulkee pisteen y kautta. Se
lasketaan yleenséd hyvin suoraviivaisesti simuloimatta veden todellisia virtauk-
sia. Yksinkertaisimillaan pisteen y valuma-alue voidaan mééritella niiksi kor-
keusmallin pisteiksi, joista loytyy laskeva reitti pisteeseen y. Kaytdnndssa asia
ei kuitenkaan ole néin yksinkertainen. Valuma-aluelaskennassa tdytetdin myos
korkeusmatriisin X kuopat. Tdmén seurauksena veden virtaukset eivit jaa ju-
miin kartan keskiosiin, mikd on havaittu huomattavasti parantavan laskettujen
valuma-alueiden oikeellisuutta.

Mikali korkeusmatriisi X ei sisélld epavarmuutta, kuuluu kukin korkeusmal-
lin piste yksikisitteisesti pisteen y valuma-alueeseen eli p = 0V p = 1. Korkeus-
matriisia X ei kuitenkaan tiedetéd tarkasti. Siind on satunnaisvirhettd E, jonka
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vaikutuksia valuma-alueiden rajauksiin halutaan tutkia.

Merkitadn funktiolla fy (X) — D laskentaa, jossa korkeusmatriisista X las-
ketaan pisteen y valuma-alue matriisiin D, jossa D(x) = 1, kun piste x kuuluu
pisteen y valuma-alueeseen ja D(x) = 0, kun se ei kuulu siihen. Kun virhetermi
E mallinnetaan tilastollisesti satunnaismuuttujana voidaan kehitettavan ohjel-
man laskennan lopputulos, eli todennikoisyysmatriisi P pisteiden kuulumisesta
pisteen y valuma-alueeseen kirjoittaa odotusarvona

P = E[f(X + E)] = [ £,(X + E)p(E | a)dE.

Kaavassa p(E | a) on satunnaisvirheen jakauma, jonka parametrit a ohjel-
man kiyttdjd voi asettaa korkeusmallissa olevan virheen mukaisiksi tai kokeilla
erillaisten virhemallien vaikutuksia laskettavaan valuma-alueeseen. Parametreil-
14, jotka ovat kappaleessa kaksi esiteltévien geostatistiikan késitteiden ja mene-
telmien mukaisia, voidaan vaihdella virhepinnan E pisteiden vélistd korrelaatio-
ta ¥g(a). Mybhemmin esiteltédvidn, aiempaan tutkimukseen pohjautuen sarak-
keittain vektoroidun virhepinnan vec(E) jakaumana kiytetdén normaalijakau-
maa ja se on muotoa N(0, x (a)). Riippumattomia, eri tavoin korreloituneita
virhepintoja voidaan myds haluttaessa lisitéd karttaan useita, jolloin E = " E;.

Odotusarvon laskemiseksi tiytyy ohjelman laskea odotusarvo E[f(X + E)]
eli integraali

[ (X +E)p(E | a)dE

riittdvin tarkasti. Tdhdn kiytetddn suoraa normaalijakautuneiden muuttu-
jien generointimenetelmad. Ndennaisestd helppoudestaan huolimatta ongelma
on laskennallisesti hankala ja normaalijakautuneet muuttujat generoidaan lu-
vussa kaksi esiteltdvin prosessikonvoluution ja diskreetin Fourier muunnoksen
avulla. Parametrisoinnin mukaisien satunnaismuuttujien E realisaatioita kiyt-
tamélls voidaan odotusarvon integraalia arvioida keskiarvolla

Pk = % S (X +E)).

T4allsin on tulosten luotettavuuden kannalta tarkedd pyrkid arvioimaan las-
ketun keskiarvon virhettd, jotta tulosten luotettavuudesta voitaisiin olla var-
moja. Tétd varten kuvataan kappaleessa kaksi perusmenetelméné virheen mo-
nitorointimenetelmi, johon perustuen kehitetdén ylla kuvatulle laskennalle ja
suurille valuma-aluekartoille soveltuva virheen arviointimenetelmaé.

Visualisointi laskennan tuloksesta Px on nihtavissd kuvassa 1.2. Valuma-
alue on laskettu valkoiselle pisteelle y (suurennettu visualisointi syistd) ja vé-
riarvot punaisesta keltaiseen kuvaavat todenndkoisyyksia (1..0), minkd mukaan
pisteet kuuluvat valuma-alueeseen. Oikeassa alanurkassa on suurennos valuma-
alueen reunasta.
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1.2 Sisalto

Luvussa kaksi kuvataan olemassa olevat menetelméit, algoritmit ja tulokset
valuma-alueiden analysoimisesta, korkeusmallin virheen tilastollisesta mallin-
tamisesta, satunnaismuuttujien generointimenetelmistd, Monte Carlo integroin-
nista ja sen tarkkuuden arvioinnista eli konvergenssista sekid hajautetusta las-
kennasta.

Luvussa kolme luvun kaksi konvergenssinmonitorointimenetelmé yleistetaén
toimimaan useassa ulottuvuudessa ja laskentaa muutetaan skaalautumaan pa-
remmin korkeaulotteisille valuma-aluekartoille. Témén jilkeen luvussa nelja ke-
hitetdén hajautetun laskennan algoritmit valuma-aluelaskentaa varten. Kehite-
tyt menetelmét pohjautuvat luvun kaksi algoritmeihin ja ideoihin.

Esiteltyjen ratkaisujen pohjalta kehitetyn laskentaohjelman toimintaa ja tek-
nisiéd ratkaisuja kéasitelldan luvussa viisi. TyOsséd ohjelmasta kehitettiin kaksi eri
versiota. Hajauttamattomia, kappaleessa kaksi kuvattuja algoritmeja kiyttava
ohjelma ja hajautettuja algoritmeja kiayttava ohjelma. Luvussa kuusi esitellddan
tulokset, jotka vertailevat eri algoritmien toimintaa keskenéén, konvergenssinar-
viointimenetelméan tarkkuutta ja hajautuksen skaalautuvuutta suurille proses-
soriméérille. Liséksi esitelldédn kuvia laskennan tuloksista. Tehtyjen mittaustu-
losten perusteella tehddin johtopadtokset laskentamenetelmien tehokkuudesta
ja toiminnasta.

Viimeisessa lopetuskappaleessa kerrataan tyon keskeiset tulokset ja havain-
not, sekd esitelldén jatkokehitysideoita menetelmien parantamiseksi.
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Taustaa

Valuma-alueiden laskenta suurista korkeusmalleista on raskas laskennallinen
operaatio, koska jérkevien tuloksien saamiseksi korkeusmallien kvalitatiivisia
virheité tulee laskennan aikana korjailla. Valuma-alue laskennassa tllsisis laa-
dullisia virheitd ovat korkeushiloissa ilmenevit kuopat, jotka estiviit vettd va-
lumasta alueen reinoilla ja joiden tdyttdminen parantaa laskettujen valuma-
alueiden oikeellisuutta. Ty0ssé tutustuttiin kahteen kuoppientiyttomenetelméiin.
Naistd vanhempi ja hitaampi on Jensonin/Dominguen [Jen 88] menetelmé ja
uudempi Liun/Wangin [Wan 05] laskentamenetelma.

Korkeusmalleissa olevien virheiden tilastollisen mallinnuksen ja parametri-
soinnin osalta olennainen kisite on spatiaalisen korrelaation esittiminen semi-
variogrammilla [Ole 99]. Kun semivariogrammi on saatu méiriteltyi, voidaan
mm. Geodeettisella laitoksella tutkitut [Oks 05] korkeushilojen tilastolliset mal-
linnustavat esittdéd yksityiskohtaisesti.

Laskennan toteutuksen kannalta on olennaista tehdid Monte Carlo integroin-
nissa [Rob 04] tarvittavat normaalijakaantuneiden virhepintojen generointi no-
peasti. Tamé voidaan tehdé digitaalisen signaalinkisittelyn prosessikonvoluutio
ja Fourier-muunnos menetelmillad [Mit 98, Swa 99].

Tulosten tarkkuuden arvioimiseksi on tarvetta pystyd arvioimaan Monte
Carlo integroinnin tulosten tarkkuutta ns. monitorointimenetelmalli, josta aluk-
si esitelldén yksiulotteisille muuttujille soveltuva menetelma [Rob 04]. Esiteltyi
tulosta laajennetaan myShemmin tyGssd toimimaan useammilla muuttujilla -
esimerkiksi lasketuilla valuma-alueilla. Esiteltyjen algoritmien hajauttamiseksi
on lisdksi tarpeen esitelld hajautetun ja rinnakkaislaskennan kisitteité [And 99).

2.1 Valuma-alueiden laskentamenetelmia

Fysikaalisesti oikea ratkaisu veden virtauksien laskemiseksi korkeusmallista olisi
ratkaista tai simuloida veden virtausta nesteitd kuvaavien osittaisdifferentiaa-
liyhtéléiden mukaan, missé reunaehtoina olisivat mallin korkeusarvot. Kiytto-
tarkoituksen kannalta riittdvan hyvii ratkaisuja voitaisiin todennikoisesti saada
simuloimalla asiaan liittyvié osittaisdifferentiaaliyhtél6itd elementtimenetelmil-
14. Hyvié ldhtokohtia télldisille approksimaatioille voisivat tarjota hydrologian
ja veden virtauksien osittaisdifferentiaaliyhtélot (esim. Navier-Stokes).
Valuma-alueiden laskentamenetelmét ratkaisevatkin ongelman samalla ta-

T
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voin kuin elementtimenetelmét kiyttamalla jatkuvan korkeusmallin sijasta tasa-
vilisesti diskretoitua korkeusmallia Muita yhtéldisyyksid varsinaisten element-
timenetelmien kanssa ei oikeastaan ole. Varsinaisen simuloinnin sijaan veden
virtaamia maanpinnalla arvioidaan heuristisesti pinnan gradientin avulla, miké
on katsottu antavan valuma-alueiden laskennassa riittdvén realistisia tuloksia.
Lisiksi nédin laskenta on nopeampaa kuin veden virtauksia tarkemmin simuloi-
taessa. Mikili menetelmid kuitenkin haluttaisiin tulevaisuudessa parantaa rea-
listisempaan suuntaan ottamalla huomioon esimerkiksi maanpinnan siséiset tai
alaiset virtaukset, voisivat elementtimenetelmét tarjota hyvéin tavan virtaamien
tarkempaan laskemiseen. Tamaé vaatisi kuitenkin parempien laskentamenetel-
mien ja suuremman laskentakapasiteetin lisdksi myG6s tarkempia, kolmiulotteisia
mittauksia maanpinnasta ja maan koostumuksesta.

2.1.1 Jensonin ja Dominguen algoritmit

Korkeusmallipohjaisten valuma-alueiden laskennan perusmenetelmind ovat yha
kiytossd olevat, padasiassa S. K. Jensonin ja J. O. Dominguen 1980-luvulla
[Jen 88] kehitettimét laskentamenetelmét. Jensonin ja Dominguen kehittdmid
menetelmid ovat mm.

e virtaussuuntien laskeminen,
e kuoppien taytto,
e valumien kertymien laskenta ja

e valuma-alueiden laskenta.

Virtaussuuntien laskenta

Korkeusmallien virtaussuuntien laskennassa etsitdén jokaiselle alueen pisteelle
hyva ja jatkoanalyysin kannalta kiyttokelpoinen nesteen, esimerkiksi veden, vir-
tauksen suunta. Laskennassa maanpinnan oletetaan yksinkertaisuussyisté ole-
van jotain kovaa, nestettd ldpaisemétonté ainetta, esimerkiksi kived.

Virtaussuunnat voidaan laskea suoraviivaisesti normaaleissa tapauksissa, jois-
sa pisteen ympéristostd 10ytyy yksikdsitteinen, kaikkia muita naapuruston pis-
teitd matalampi piste. Télloin laskentapisteelld voidaan maaritella olevan alas-
péin suuntautunut, yksikésitteinen diskreetti “gradientti”. Olkoon korkeusmallin
korkeusmatriisi F, tilléin virtausgradientin suuruus (zo, y0) — (z1,y1) maéri-
tellddn seuraavasti:

_ _F(z1,y1)—F(20,%0)
9 = Me1—20)* +(w1-v0)7N"

Rasteroiduissa korkeusmatriiseissa on kuitenkin pisteitd, joille talldistd pis-
tettd ei 16ydy. Télloin virtaussuuntaa ei voida méérittad tai se ei ole yksikésit-
teinen. Piste voi esimerkiksi olla koko naapurustoa matalampi kuoppa, se voi
sijaita tasaisella alueella, tai naapuruston pisteistd monet ovat saman korkuisia,
jolloin hyvid virtaussuuntia on useita.
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Koska ongelmallisiin laskentapisteisiin ei ole muodostunut esimerkiksi jarves,
tulee veden kuitenkin virrata jonnekin ja virtaussuunta halutaan maarittias kva-
litatiivisesti jarkevésti korkeusmallissa olevista kvantitatiivisista virheistd huo-
limatta. Virtaussuunnat tulisi méérittia lisdksi niin, ettd virtaamat eivit muo-
dosta silmukoita. Ndiden ongelmien takia virtaussuuntien laskenta on varsinkin
isoille korkeusmalleille raskas laskennallinen ongelma.

Dominguen kehittdméssé virtaussuuntien laskenta-algoritmissi lihdetéén sii-
ta, ettd korkeusmalli on kuopaton. Talléin voidaan 16ytdé kaikille pisteille sil-
mukaton valumapolku alueen reunalle. Ndin ongelmaksi jii vain kisitelld ta-
paukset, joissa paras gradientti on nolla tai yhtdsuuria pienimpis gradientteja
on useita.

Tasaisten alueiden nollagradientti kohdat voidaan ratkaista etsiméilli naapu-
rustosta nollagradienttipisteitéd, joille virtaussuunta on saatu jo laskettua. Aset-
tamalla virtaussuunta vain pisteisiin, joiden virtaussuunta on tiedossa, saadaan
lopulta kisiteltya kaikki nolla gradienttipisteet.

Jos pienimpiéd gradientteja on useita, asetetaan virtaussuunta heuristisesti
joko kohti keskiarvon mukaista suuntaa tai satunnaisesti johonkin mahdolli-
sista virtaussuunnista. Koska Domingue on julkaisussaan epétismillinen selit-
tdessddn heuristisen menetelménsé toimintaa, ty0ssd toteutetussa algoritmissa
virtaussuunnan valinta toteutettiin niin, ettd algoritmin toiminta on sama kai-
kissa Dominguen paperissaan [Jen 88| antamissa esimerkeissi. Tyon toteutuk-
sessa virtaussuunta valittiin satunnaisesti mikéli m llisista virtaussuunnis-
ta laskettujen valumien varianssivektorin pituus (/02 + 02) kasvoi heuristista

kynnysarvoa suuremmaksi.

Taulukko 2.1: Virtaussuuntien laskenta-algoritmi

Funktio Valumat = LaskeValumat (Korkeusmalli)
Joukko Madrittelemattomat
Jokaiselle pisteelle b Korkeusmallin reunalla
Valumat [b] = UlospdinSuunta(b)

LopetalJokaiselle

Jokaiselle Korkeusmallin sisépisteelle p
Joukko Suunnat, Pisteet
(Suunnat, Pisteet) = Etsi virtaussuunnat p:n ymparistdstéa

Jos |Suunnat| == 0 V Tiputus(Suunnat) < 0.0
Valumat [p] = 0 ;; suuntaa ei voida mddrittid
Muutoin Jos |Suunnat| ==
Valumat [p] = Suunnat[1]
Muutoin Jos Tiputus(Suunnat) > 0.0 ;; monta virtaussuuntaa
Vektori ms = E[Suunnat]
Vektori vs[1..N] = /tr(Esuunnat)

Jos |vs| < 1.0 A |lms| > 0.8
Valumat [p] = LaskeSuunta(ms) ;; keskiarvon mukaisesti

;5 i luoda virtauksia ylamdkeen
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Jos Korkeusmalli[p] < Korkeusmalli[p + Valuma/[p]]
Valumat [p] = ValitseSatunnaisesti(Suunnat)
LopetalJos
Muutoin
Valumat [p] = ValitseSatunnaisesti(Suunnat)
LopetalJos
Muutoin
Madritteleméttomat.1lisdd (p, Suunnat)
LopetalJos
LopetaJokaiselle

;; kasitellddn tasaisella alueella olevat pisteet
Joukko Uudet

Toista Jos |Maééritteleméattomat| > 0
Joukko Suunnat, Piste p

Jos |Uudet| >
(p,Suunnat) = Uudet.poista()

o

Muutoin
(p,Suunnat) = Maéritteleméttomat.poistaSatunnaisesti()
LopetalJos

Jokaiselle v Suunnat joukossa
n=p+v

Jos Korkeusmalli[p] >= Korkeusmalli[n]
Jos n ¢ Madritteleméttomat
Valumat([p] = v
Uudet.lisdéd (Naapurit(p), EtsiSuunnat(Naapurit(p)))
Madritteleméttomaét . poista(Naapurit(p))
Suunnat = () ;; lopetetaan laskentapisteen osalta
LopetaJos
LopetalJos
LopetaJokaiselle

Jos Suunnat #
;; suuntaa ei saatu ratkaistuksi
Madritteleméttoméit.1lisdsd(p, Suunnat)
LopetalJos

LopetaToista
LopetaFunktio

Valumien kertymien laskenta

Kun virtaussuunnat on laskettu, voidaan valumien kertymét laskea yksinkertai-
sesti. Valumien kertymét lasketaan lahtemaélla liikkeelle jokaisesta alueen pis-
teestd ja seuraamalla laskettua virtaussuuntaa mikéli sellainen on pisteelle ole-
massa. Algoritmi laskee kertymiét erilliseen taulukkoon, joka on aluksi asetettu



2.1. VALUMA-ALUEIDEN LASKENTAMENETELMIA 11

nolliksi ja virtaussuuntia seuratessaan se kasvattaa jokaisen vieraillun pisteen
arvoa yhdella. Erityisesti on huomattava, ettd Jensonin/Dominguen méaérittele-
mé valumien kertymié laskeva algoritmi ei kasvata aloituspisteen arvoa lainkaan.
Talloin pisteet, joiden lapi ei kulje lainkaan virtausta, saavat arvon nolla.

Taulukko 2.2: Valumien kertymien laskenta

Funktio Kertymét = LaskeKertymit(Valumat)
Jokaiselle korkeusmallin pisteelle p
Piste n = p + Valumat [p]

Toista jos m on korkeusmallin alueella
Kertymét[n] = Kertymét[n] + 1
n = n + Valumat[n]
LopetaToista
LopetaJokaiselle
LopetaFunktio

Jensonin ja Dominguen kuoppientiyttdalgoritmi

Korkeusmallin kuoppien tayttadminen tarpeellinen operaatio virtaussuuntien las-
kemiseksi. Ideaalisesta korkeusmallista pitéisi jokaiselle pisteelle 16yty ei-nouseva
polku alueen reunoille. Témén saavuttamiseksi kuopat tulisi téyttéa4 kuopan ma-
talimman reunapisteen tasolle 1. niin, ettd kuopasta voi olla virtausta ulospéin
ja jatkaa kunnes kuoppia ei enéi ole jaljelli. Niin vesi voi valua ulos alueel-
ta jadmaéattd korkeusmallissa oleviin kuoppiin. Alkuperiisen korkeusmatriisin Z
kuopat on téytetty oikein, kun kuopaton korkeusmatriisi Wy tiyttd4 seuraavat
ehdot [Pla 01]:

L. b1(Wy): VpW¢(p) > Z(p)

2. b2(Wy): Vp3{x;}: xo = p, xnv € OWy, [xi — xi—1]|? < 2, Wy(x;) >
W (xi-1)

3. by(Wy): BV # Wy se. [b1(V) Aba(V) A (Vp : V(p) < W;(p))],

missd OW s on korkeusmallin reunapistejoukko.

Jensonin/Dominguen kuoppientéyttdalgoritmissa tiytetdéin aluksi aina yk-
sittdiset, yhden solun kokoiset kuopat, joiden tunnistaminen ja tdyttidminen
on suoraviivaista. Tdmén jilkeen korkeusmallista etsitdéin yhtendiset valuma-
alueet, jotka virtaavat yhteiseen alueen pisteeseen, eli ovat sisilli samassa kuo-
passa. Myos yhteiseen alueen reunapisteeseen tai ulos virtaavat alueet yhdiste-
tdan laskennan ajaksi yhtendiseksi valuma-alueeksi. Kun erilliset valuma-alueet
on saatu laskettua, etsitdén kullekin valuma-alueelle matalin purkupiste jokai-
seen naapurivaluma-alueiseen.

Kuoppiin liittyvien tietorakenteiden luonnin jilkeen algoritmi taytt44 valuma-
alueita satunnaisessa jérjestyksessd. Algoritmi valitsee valuma-alueesta mata-
limman kynnyskorkeuden purkupisteen ja etenee sen mukaiseen naapurivaluma-
alueeseen. Tilld tavoin edetédén valuma-alueiden matalimpia purkupisteits pit-
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kin eteenpiin kunnes saavutaan alueen reunalle tai kunnes pdédytdén jo aiem-
min vierailtuun valuma-alueeseen eli 16ydetdin silmukka. Algoritmi kisittelee
silmukat yhdistdmélld silmukassa olevat valuma-alueet yhdeksi ja nostamalla
silmukan pisteet silmukan valumareitin korkeimman kynnyskorkeuden tasolle.
Silmukan yhdistimisen jilkeen laskentaa jatketaan normaalisti. Alueen reunalle
paddyttiessd nostetaan aloitus valuma-alueen pisteet lasketun valumapistepo-
lun korkeimman kynnyskorkeuden tasolle.

Kuoppientiyttoalgoritmissa tulee aluksi laskea kuopat eli valuma-alueet ja
niiden reunat. Kuoppien reunat voidaan méarittdd laskemalla virtaussuunnat
kaikille mahdollisille pisteille aiemmin esitetyn virtaussuuntien laskenta-algoritmin
mukaisesti. Koska nyt kuitenkin korkeusmallissa on kuoppia, ei kaikille korkeus-
mallin pisteille 16ydy ulosvirtaussuuntaa. Ndmé pisteet ovat kuoppien valuma-
alueiden kertymépisteits ja niitd voidaan kiytt4a aloituspisteind valuma-alueiden
laskennassa. Myos valumienkertymé algoritmié voidaan kéyttaa korkeusmalliin,
jossa kaikille pisteille ei ole mé#éritelty ulosvirtaussuuntaa. Laskemmalla valu-
mien kertymit korkeusmatriisissa voidaan tunnistaa kuoppien reunat, joiden
l4pi ei kulje virtausta. Yhtendiset valuma-alueet 16ydetaén lisd&maélld kuoppien
aloituspisteeseen kaikki korkeusmallin pisteet, joista 16ytyy ei-nolla kertymia si-
saltava polku aloituspisteeseen.

Jensonin/Dominguen algoritmi on tietorakenteittensa ja toimintansa puo-
lesta ratkaistavaan, melko yksinkertaiseen ongelmaan nahden monimutkainen.
Se lihtee ratkaisemaan ongelmaa ihmismaisesti tunnistamalla aluksi kuopat ja
tayttamalld niitd. TAmén seurauksena valuma-alue tietorakennetta ja sen kuop-
pia joudutaan kiymaéén 14pi ja piivittiméaén useita kertoja. Jensonin/Dominguen
kuoppientiyttoalgoritmin suora toteutus on hidas korkeusmalleilla, joissa on
paljon pienié kuoppia. Jos esimerkiksi kaikki kuopat ovat sisékkaisid ja kuop-
pia lihdetdin tiyttiméain aina sisimméstd kuopasta ulospéin, on lépikiytyjen
valuma-aluepolkujen yhteispituus O(D?), kun alueella on kuoppia D kappaletta:

D-1
Y (D -i)=0(D?.
i=1

Vastaava aikakompleksisuus liittyy my6s paikallisten valuma-alueiden pur-
kupisteiden laskentaan, mikili naapurivaluma-alueiden mééré kasvaa valuma-
alueiden kokonaisméiran suhteen likimain lineaarisesti O(D), joudutaan valuma-
alueiden purkupisteité laskemaan O(D?) kappaletta.

Jensonin/Dominguen esittelemd alkuperdinen algoritmi on melko primitii-
vinen ja sité ei ole optimoitu erityisen hyvin. Algoritmi voisi téyttdd kaikki
seurattavalla polulla olevat valuma-alueet kerralla, jolloin menetelmé nopeutui-
si huomattavasti. Tatdkin parempi tapa olisi ldhted tédyttdmain kuoppia aina
reunoilta olevista valuma-alueista ldhtien, joiden matalin valumapiste on kor-
keusmallin reunalla, ja edeté yksi valuma-alue kerrallaan mallin sisédosiin. Néin
varsinaisen kuoppientiyttdosan laskennallinen kompleksisuus on O(D), miké voi
silti olla hyvinkin suuri, mikéli kuoppien mééré on verrannollinen korkeusmallin
kokoon N M, eli

O(D) ~ O(NM).

Tama3 ei kuitenkaan ratkaise ongelmaa purkupisteiden laskennan ja késitte-
lyn osalta, jonka aikakompleksuus on luokkaa
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O(D?) ~ O(N2M?).

Tétdkin ongelmaa voidaan kiertdéd etsimilld valuma-alueista vain matalin
purkupiste ja yhdistdmélld matalimman purkupisteen valuma-alueet kerran,
jonka jélkeen sekd kuopat ettd purkupisteet tdytyy laskea uudelleen, mutta
kuoppien mééird on saatu puolitettua. Jensonin/Dominguen algoritmin paran-
telu ei kuitenkaan ole erityisen mielekisté, koska kuoppientéytolle on olemassa
nopeampia ja elegantimpia menetelmid. Dominguen algoritmi on monivaihei-
suudessaan monimutkainen ja sen hajauttaminen voi olla hankalaa.

Taulukko 2.3: Jensonin ja Dominguen kuoppientiyttéalgoritmi

Funktio Korkeusmatriisi = TdytéKuopat (Korkeusmatriisi)

;; taytetaan yksittdiset kuopat

Jokaiselle korkeusmallin pisteelle p
N ={x|[|x-pl| <2}
Jos Vx € N(p) : Korkeusmatriisi(p) < Korkeusmatriisi(x)

Korkeusmatriisi[p] = min(Korkeusmatriisi[IN])

LopetalJos

LopetaJokaiselle

Valumat = LaskeValumat(Korkeusmatriisi)
Kertymét = LaskeKertymdt(Valumat)

;; lasketaan kuoppaisen korkeusmallin valuma-alueet
;; Sinks == kuoppien kertymdpisteet
Sinks = {x | Valumat[x] == 0 }

Jokaiselle s € Sinks

Alue[s] = LaskeValumaAlue(Valumat, s)

Reunat[s] = { p € Alue[s] | N(p) N Aluel[s] # N(p) }
LopetaJokaiselle

Jokaiselle s € Sinks
Jokaiselle t € Sinks, s #t
Jokaiselle sp € Reunat[s]
RR = N(sp) N N(Reunat[t])
Jokaiselle x € RR
korkeus = max(Korkeusmalli[sp], Korkeusmalli[x])
Jos Vuotokohtag[t] .korkeus > korkeus
Vuotokohtag [t] .korkeus = korkeus
Vuotokohtag [t] . pisteet = { sp, x }
LopetalJos
LopetalJokaiselle
LopetaJokaiselle
LopetaJokaiselle
LopetaJokaiselle

;; nostetaan ja yhdistetidn valuma-alueita kunnes
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:; kaikilla valuma-alueilla on vuotokohta alueen reunan yli
Joukko NonSinks

Toista jos |Sinks| > 0
Valitse s € Sinks

Jos min(Alueenreunat N Alue[s]) < min(Vuotokohtag[-].korkeus)
Sinks.poista(s)
NonSinks.1lisdi(s)
Muutoin ;; yhdistd toisen joukon kanssa
out = min;,ge., (Vuotokohtag[-] .korkeus)
Korota(s, Vuotokohtags[out] .korkeus)

;; yhdistetddn valuma-alue out alueeseen ja
;; paivitetiin samalla Vuotokohta taulukko
Yhdistd(s, out, Vuotokohta)
Sinks.poista(s)
Lopetalos
LopetaToista

LopetaFunktio

Valuma-alueiden laskenta

Annetun pisteen tai pistejoukon valuma-alueet voidaan laskea seuraavan algo-
ritmin mukaisesti. Toinen tapa valuma-alueiden laskemiseksi olisi laskea kartan
virtaussuunnat ja laajentaa valuma-aluetta korkeusarvojen sijaan virtaussuun-
tien avulla.

Taulukko 2.4: Valuma-alueidet. laskenta

Funktio ValumaAlue = LaskeValumaAlue (Korkeusmatriisi, Pisteet)
Joukko B = Pisteet
ValumaAlue = Pisteet

Toista jos |B| > 0
Piste p = B.poistaPiste()

Jokaiselle naapuripisteelle n
Jos Korkeusmatriisi[p] < Korkeusmatriisi[n] ja
n ¢ ValumaAlue
B.lis3d&Piste(n)
ValumaAlue.lis&dPiste(n)
LopetalJos
LopetaJokaiselle
LopetaToista

LopetaFunktio
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Menetelméssé valuma-alueen pistejoukkoa kasvatetaan jo lasketun joukon
reunoilta kunnes valuma-alueeseen ei lisdtd endé uusia pisteitd. Algoritmin ha-
jauttaminen ei vaikuta erityisen hankalalta, vaikkakin t&lloin joukot A ja valumaAlue
taytyy hajauttaa eri laskentasolmujen kesken.

2.1.2 Wangin ja Liun algoritmi

Esitellyisté algoritmeistd kuoppientédyttovaihe on kaikkien hitain. Esiteltys Jen-
sonin/Dominiguen laskentamenetelmii ei parannettu 1980-luvulla tai 90-luvulla.
Planchon ja Darboux [Pla 01] saivat 2001 aikaan olennaisen parannuksen kuop-
pien tdyttoon, minka jilkeen laskentaa saatiin nopeutettua vield lisdi. Liu esitti
2005 véitoskirjassaan [Wan 05] uuden, yksinkertaisen ja samalla tehokkaan al-
goritmin. Algoritmi on helppo ymmaértai ja toteuttaa ja sen toiminta perustuu
tehokkaaseen prioriteettijono tietorakenteeseen [Knu 98, Man 05].

Wangin /Liun kuoppientéyttoalgoritmi ratkaisee kuoppientéyttéongelman yk-
sinkertaisella tavalla pysyen kuitenkin laskennallisesti tehokkaana. Menetelmin
teoreettinen aikavaativuus IV x M kokoisella korkeusmallille on luokkaa,

O(NMlog(NM)).

Algoritmissd vieraillaan jokaisessa korkeusmallin N x M pisteessd kerran
ja tehdéén prioriteettijonoon jokaisen korkeusmallin pisteen osalta yksi lisays-
ja poisto-operaatio (O(log(P)). Jos oletetaan piirin olevan vield kisittelemétta
olevan alueen nelidjuuren kokoinen P ~ /A, saadaan laskenta-ajaksi arvio

A-1 A-1
2 " logVA—k = log []‘[ (A~ k)] = log(A!).
k=0 K=0

Kéyttdmalla nyt tdhan Stirlingin approksimaatiota n! ~ /2mn (%)n tulee
laskenta-ajaksi

log(A!) ~ Llog(A) + A(log(A) — 1) = O(Alog(A)).

Menetelmén ideana on lahted eteneméén korkeusmallin reunoilta sisdsnpéin.
Aluksi kaikki alueen reunapisteet lisitdén pistejoukkoon, jonka jilkeen joukosta
valitaan piste p, jonka laajentaminen johonkin, ei vield joukossa olevaan naapu-
ripisteeseen n, aiheuttaa mahdollisimman pienen korkeuden noston pisteessé n.
Laajentamisoperaatiossa pisteen n uudeksi korkeudeksi asetetaan

max(korkeus(p), korkeus(n))

ja piste n lisdtaan pistejoukkoon. Varsinaisessa algoritmissé pisteiden korotus
tehdddn ja lasketaan lisdttdessd pisteitd reunajoukkoon. Tamé ei kuitenkaan
muuta algoritmin toiminnan oikeellisuutta. Pisteen p korkeus korkeus(p) on
laskettu téssé vaiheessa oikein, joten oikea pisteen n korotus voidaan laskea jo
téssd vaiheessa.
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Taulukko 2.5: Wangin kuoppientédyttoalgoritmi

Funktio Korkeusmatriisi = TéytdKuopat (Korkeusmatriisi)
Joukko KisitellytPisteet
PrioriteettiJono UudetPisteet ;; reunan ulkopisteet,
;; joihin voidaan edetd

Jokaiselle korkeusmatriisin reunapisteelle b

Korotus[b] = Korkeus[b]

UudetPisteet.lisdi (Korotus[b], b)
LopetaJokaiselle

Toista jos |UudetPisteet| > 0
p = UudetPisteet.poistaMatalin()
KisitellytPisteet.1isd4 (p)

Jokaiselle p:n naapuripisteelle n
Jos n ¢ UudetPisteet ja n ¢ KisitellytPisteet
Korotus[n] = Maksimi(Korkeus[n], Korotus[p])
UudetPisteet.lisdi (Korotus[n], n)
Lopetalos
LopetaJokaiselle
LopetaToista

LopetaFunktio

Menetelmi, voidaan niyttaa toimivan oikein, eli tdyttévin aiemmin esitetyt
kouppientiyttoalgoritmin lopetusehdot. Todistus menetelmén oikeellisuudesta
annetaan mychemmin algoritmin hajautusta kisittelevissd luvussa. Menetel-
méin teoreettinen aikavaativuus on Jensonin/Dominguen algoritmia parempi,
miki on nihtivissd myds mittaustuloksista (Taulukko 2.6).

Taulukko 2.6: Kuoppientiyttdalgoritmien nopeudet [Wan 05]
Korkeus Leveys Domingue Planch Wang
500 500 30 s 1ls ls
2000 4000 1563 s 94 s 48 s
4000 4000 12971 s 651 s 210 s
8000 8000 59878 s 1516 s 456 s

Yksinkertaisen toteutuksensa takia myds algoritmin hajauttaminen vaikut-
taisi olevan Jensonin/Dominguen algoritmia helpompaa.

2.2 Tilastollisia menetelmia

2.2.1 Geostatistiikkaa

Geostatistiikka [Ole 99] on varsinaisesta tilastotieteestd eriytynyt geologisia mit-
tauksia kisittelevi tieteenhaara. Se keskittyy analysoimaan mittauksia lahinna
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kaksiulotteisessa tasossa. Aikasarja-analyysin ja tilastollisen signaalinkisittelyn
[Hay 96] tavoin alan perusmenetelméit perustuvat toisen asteen statistiikkoihin
1. korrelaatioihin, normaalijakaumaoletuksiin ja neli6llisen virheen minimoin-
tiin. Ala on kehitettynyt varsinaisesta tilastotieteesté erillisend alana, minki
takia se kiyttdéd paikoin normaalista tilastomatematiikasta poikkeavia kisittei-
té ja merkintdjd. Menetelmien tyypillisind tavoitteina on tilastollinen inter- tai
ekstrapolaatio mittausalueen mittauspaikkojen vélilla.

Naita tilastollisia neliollisen virheen minimoivia interpolaatiomenetelmis kut-
sutaan geostatistiikassa kriging-menetelmiksi, joista tunnetuimmat ovat yksin-
kertainen, tavallinen ja universaali kriging (simple kriging, ordinary kriging,
universal kriging). Menetelmat etsivit todennékéisimmaén arvon uudelle alueen
pisteelle, kun tiedetdén alueen pisteiden vilinen, etdisyyden funktiona muuttuva
kovarianssi

Cov(h) = Cov[z(x),z(x + h)].

Télloin mittauksille zo ja tuntemattomille pisteille z; voidaan méiritella
yhteinen normaalijaukama

¥11(h) Xi2(h)
[ Z1 Zp ]TNN([ Z; ]’[ 321(h) Ezz(h) )

Mallin perusteella voidaan laskea analyyttisesti ehdollinen jakauma
P(z1] 25) ~ N (p1 + £12855 (22 — p12), B11 — B12855 Ty ).

Tamé tulos on annettu esimerkiksi ldhteessa [Gel 03]. Neli6llistd virhetts
minimoivat kriging-interpolaatiomenetelmét sivuavat tata yleisempéé tulosta ja
ne antavat samoja tai samantyyppisid vastauksia interpolaatio ongelmaan. Yk-
sinkertainen kriging olettaa keskiarvon tunnetuksi vakioksi ja kiyttds tuloksen
mukaista keskiarvoa suoraan valitsemalla u = pl. Tavallisessa krigingissi sen
sijaan minimoidaan neliéllinen virhe keskiarvon p ollessa tuntematon, jolloin ei
myoskddn oteta kantaa p:n jakaumaan. Universaalikrigingissd minimoidaan es-
timoitu neli6llinen virhe olettamalla keskiarvon p olevan paikanmukainen funk-
tio ja ratkaisemalla samalla tdmén funktion kertoimet {w;}, jolloin keskiarvon
estimaatti on muotoa

px) =D wifi(x).
I=1

Koska universal kriging johdetaan hyvin eri tavalla kuin ehdollisen normaa-
lijakauman ehdollinen keskiarvo, j44 ndiden kahden suhde ilman tarkempaa tar-
kastelua epamadraiseksi.

Toinen geostatistiikan oma kisite on semivarianssin v(h) kiytto, joka on
kovarianssille vaihtoehtoinen tapa esittdé pisteiden vilinen korrelaatio:
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1
emivariogrammi
™ Kovarianssi -------

25 3

h=|x-yll

Kuva 2.1: Semivariogrammin ja kovariogrammin suhde
v(h) = 3Var[z(x) — z(x + h)]

Kovarianssin ja semivarianssin vélinen yhteys on helpompi ndhdé, kun ole-
tetaan z(x):n olevan aina toisen asteen statiikkoihin asti paikan suhteen statio-
nadrinen. Talloin semivarianssi voidaan esittdd muodossa

v(h) = Cov(0) — Cov(h).

Semivarianssin kuvaajaa etiisyyden funktiona kutsutaan semivariogrammik-
si. Edellisen kaavan mukaista semivariogrammin ja kovariogrammin suhdetta on
havainnollistettu kuvassa 2.1.

Pelkiin mairitelméllisen eron lisdksi semivarianssilla on muutamia muita etu-
ja kovarianssin kiiyttd6n verrattuna. Semivarianssin etuja kovarianssiin néhden
on sen teoreettisesti laajempi olemassa olo ja semivarianssiestimaattorin parem-
pi tarkkuus suhteessa kovarianssiestimaattorin tarkkuuteen [Ole 99]. Esimerkik-
si diskreettilli Wiener-Levy prosessilla ei ole olemassa kovarianssia, mutta sille
voidaan laskea semivarianssi.

2.2.2 Valuma-alueiden todennikoéisyysalueet

Valuma-alueiden laskemiseksi epitarkoista korkeusmalleista mallinnetaan kor-
keusmallien korkeusmatriisin epivarmaa virhepintaa jakaumana. Jakaumamal-
linnusta kiiytetédin, silldi maanpinnan korkeuksien mittaukset ovat kiytdnndossi
aina enemmin tai vihemmin epitarkkoja ja niitd voidaan tehdéd vain rajal-
linen midrd. Tamén takia korkeusmatriisin keskiarvo ei koskaan konvergoidu
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oikeaan arvoonsa vaan lopputuloksena on epdvarmuutta sisaltivi korkeusmal-
li maanpinnan korkeudesta. Tastd korkeusmallin epdvarmuudesta seuraa myos
epavarmuutta valuma-alueiden laskennan tuloksiin.

Tyossé toteutettavia valuma-alueiden laskentatapaa ja korkeusmallien jakau-
mia on tutkittu Geodeettisella laitoksella [Oks 05, Oks 6]. Normaalijakauman
tai normaalijakaumista muodostetun mikstuurimallin havaittiin olevan teorian
mukaisesti realistinen korkeusmalli tutkimuksissa kiytetyille digitaalisille, dis-
kretoiduille korkeusmalleille. Normaalijakaumien korrelaation havaittiin ja vah-
vistettiin - osittain jo aiemman tutkimuksen mukaisesti - muuttuvan vahvasti
etdisyyden funktiona, minké seuraksena tutkimuksissa on kiytetty etdisyyden
funktiona muuttuvia semivariogrammeja «v(h) [Ker 00]. Korkeusmallitutkimuk-
sissa semivariogrammia vy(h) on parametrisoitu eksponentiaalisesti ja gaussisesti
(Kuva 2.2):

YBzp(h) = 02(1 — e~ IIhll/#)

YGau(h) = 0’2(1 = e—”h”2/¢2)_

Korkeusmallista p(X) lasketun valuma-alueen fy(X) laskennan tuloksena
voitaisiin teoriassa laskea valuma-alueiden jakauma, jonka eksakti analyyttinen
muoto olisi luultavasti hyvin monimutkainen ja vaikeasti hahmotettava. Tamin
takia on mielekkdampad ja my6skin helpompaa laskea varsinaisen jakauman si-
jaan vain sen tdrkeimmat tunnusluvut eli keskiarvo

Elfy(X)] = [ £, (X)p(X)dX
ja varianssit

Var[Y (i, 5)] = [(Y(i,5)* - E[Y(5,5)]*)p(X)dX , Y = fy(X).

Tunnuslukujen laskemisen ongelmaksi tulee integrointi monimutkaisen, epé-
jatkuvan korkeusmatriisin valuma-alueita laskevan funktion fy yli, jonka suora
laskeminen on erittdin vaikeaa tai liki mahdotonta. Tdmin takia odotusarvon
integraaleja approksimoitiin seuraavaksi esiteltdvélld Monte Carlo integroinnilla
eli simuloinnilla.

2.2.3 Monte Carlo integrointi ja valuma-alueiden laskenta

Monte Carlo eli MC-menetelmiksi kutsutaan satunnaisuutta hyédyntéivia las-
kentamenetelmié, jotka antavat aina jonkin vastauksen ongelmaan, mutta an-
nettu vastaus ei vélttdmaéttd ole oikea tai erityisen tarkka. Monte Carlo algo-
ritmi voi antaa oikean vastauksen esimerkiksi vain jollakin todenn#kéisyydelld
p. Vastaparina Monte Carlo menetelmille ovat ns. Las Vegas satunnaislasken-
ta menetelmét, jotka palauttavat aina oikea vastauksen, mutta niiden kiytti-
mé laskenta-aika on satunnainen tai ddretén. Koska MC-menetelmit antavat
Las Vegas algoritmejd heikomman vastauksen ongelmaan, ovat ne yleensi Las
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Kuva 2.2: Gaussisesti (vas.) ja eksponentiaalisesti (oik.) korreloituneet, normaa-
lijakautuneet virhepinnat (¢ = {8,4},0 =1)
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Vegas algoritmeja nopeampia. MC-menetelmid kiytetdin mm. integroinnissa,
optimoinnissa seké satunnaisprosessien ja -muuttujien néytteistyksessa.

Analysoitaessa korkeusmallien valuma-alueiden epavarmuutta kiytetiin Mon-
te Carlo- menetelmid arvioimaan odotusarvon integraalia

Elty(X)] = [ £ (X)p(X)dX,

misséd p(X) on jakauma korkeusmallin mahdollisille arvoille ja f(X) on 0/1-
arvoinen epéjatkuva valuma-alueanalyysifunktio. Aiemmin kuvattujen tutki-
mustulosten perusteella on havaittu, ettd kohtuullinen approksimaatio jakau-
malle p(X) on normaalijakauma. Integraalia voidaan siten arvioida luomalla
korkeusmallin realisaatioita normaalijakaumasta p(X) ja laskemalla keskiarvo

My = & 3 £y (X).

T&ma on julkaisujen [Oks 05] ja [Oks 6] mukainen tapa laskea valuma-alueiden
todennékoisyyskarttoja epatarkkuutta sisdltévistd korkeusmalleista. Julkaisujen
mukainen eksaksti laskentatapa laskea valuma-alueet on:

1. Luodaan normaalijakautunut N (vec(Xo), (02, ¢)) virhepinta, missi Xg
on annettu korkeusmallin korkeusmatriisi ja 2(02, ¢) on valitun semiva-
riogrammin parametrien mukainen spatiaalinen korrelaatio.

2. Téytetdédn virhetta sisdltdvin korkeusmallin kuopat.

3. Painetaan virtausuomastot virhetta sisaltdviin karttaan, jotta tiedettyjen
jokien tai purojen virtaukset eivit muutu. Niin varmuudella tiedettyjen
jokien virtaukset eivit paise katkeamaan.

4. Lasketaan pisteet, jotka voivat virrata annettuihin valumapisteisiin. Ase-
tetaan ndma kartan pisteet ykkosiksi ja muut nolliksi.

5. Kéytetddn laskettua valuma-aluetta D; laskemaan uusi tarkempi keskiar-
VO Pi = % ED, = %[DZ + (N = I)Pi_l].

Tété laskentatapaa kiytettiin myos toteutetussa ohjelmassa virtausuomaston
painamista lukuunottamatta. Toteutetun ohjelman laskentamenetelmi on ku-
vattu tarkasti luvussa viisi.

Menetelmailld saadaan laskettua kartan valuma-alueet, mutta se ei arvioi
Monte Carlo simuloinnilla lasketulle keskiarvon estimaattorille mitdin tark-
kuusarviota. Tulosten luotettavuuden kannalta timéi olisi kuitenkin tirke#i.
Keskiarvo estimaatin virhettd voidaan arvioida esimerkiksi ns. monitorointime-
netelmalla.

2.2.4 Konvergenssin monitorointi

Keskiarvon laskemisessa kdytetty Monte Carlo-simulointimenetelmé konvergoi-
tuu varmasti oikeaan tulokseensa vasta, kun korkeusmallien realisaatioiden m#a-
rd kasvaa rajatta. Tamén takia lasketun keskiarvon jéljelld olevalle virheelle pi-
tdisi pyrkid laskemaan yliraja tavalla, jonka laskeminen on mahdollista myos
hyvin suurilla korkeusmalleilla.
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Yhdelle muuttujalle soveltuu keskiarvon konvergenssin arviointimenetelmék-
si menetelmi, jota lihteessd [Rob 04] kutsutaan konvergenssin monitorointi-
menetelmiksi. Se olettaa muuttujien olevien normaalijakautuneita, mutta an-
taa kohtuullisia tuloksia myds muissakin tapauksissa. Tamai ei ole erityisen yl-
lattavad, koska keskiarvon jakauman tiedetddn ldhestyvdn normaalijakaumaa
niytteiden méérin kasvaessa suureksi, lisdksi maksimientropiajakaumana nor-
maalijaukama on informaatioteoreettisessa mielessé maksimaalisen satunnainen.
Tissi kappaleessa kuvataan kirjassa annettu menetelmé, joka soveltuu yhdelle
muuttujalle. Menetelméin laajennus useampiulotteisille muuttujille, kuten kor-
keusmalleille, johdetaan luvussa kolme.

Merkitdin havaintosarjaa riippumattomilla muuttujilla z1, s, ..z, jolloin
harhaton keskiarvon estimaattori hetkelld i = K on

mKg = -}I?E.’Ci, v=1...K,

Tamin perusteella voidaan keskiarvon estimaattoreille mg ja mp laskea
kovarianssi

Cov(mg,mr) = E[(mk — pz)(mr — pa)T].
Valitsemalla nyt keskiarvoksi nolla tuloksen yleisyyden siitéd kérsiméttd néh-
diaén kovarianssin olevan
2

Cov(mL,mK) = E[T{IT Erixj] = ma:iK,Li’

koska muuttujat {z;} ovat keskendin riippumattomia. Tuloksen perusteel-
la voidaan prosessin keskiarvomuuttujalla mg = [mlmg..mK]T nahdé olevan
jakauma mg ~ Nk (1pz, Emy ), misséd kovarianssimatriisi on muotoa

1 L 1 1 1 1
A O S B
I EE R EE:
K K K K ' K

Matriisi voidaan kisint4é algebrallisesti, jolloin tulokseksi saadaan tridiago-
naalinen matriisi

2 -2 0 0 0 0
2 8 -6 0 0 0
s1_1 |0 -6 18 -12 0 0
K =32 0 0 -12 32 -2 0
~K{K -1)
o 0 0 0 . -KK-1) 2K?2

Nyt jos varianssia o2 ei tunneta, sen estimaatti 6; joudutaan laskemaan
mittauksista ja
konvergenssin kannalta oleellinen termi noudattaa jakaumaa
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(mg — lu)TZ;(l(mK — 1p)~nF, .,
missd n = K ja 62 ~ x2 .

Oleellista yll& on, etté varianssiestimaatori 62 on riippumaton keskiarvon es-
timaattorista. Mikili varianssi taas tunnetaan, on normaalijakauman eksponen-
tiaalisen termin jakauma Ksiin nelién jakauma x%. Tulosten perusteella keskiar-
volle 1 voidaan siten ratkaista luottamusvili. Jakauman f,(z) kertyméfunktios-
ta F;(r) ratkaistaan luottamusvili eksponentiaaliselle termille d = F~1(0.95),

josta voidaan laskea luottamusvili myos keskiarvolle:
{w: (mg — 1) TSN (mk — 1p) <d} =
/L21T2K_11 — 2;AmKTZ;{11 =+ (mﬁEK_lmK —-d) <0

(K2 + K)o7? — 2mg(K? + K)o;2u+ mE Sk 'mg —d <0

3 =
| u—mg |< \/m%( + ey (- mE X mk).

Néin saadaan laskettua eksakti 95% luottamusvili keskiarvoestimaatin vir-
heelle.

2.3 Satunnaismuuttujien simulointi

Monte Carlo simulaatiossa odotusarvoa arvioidaan kiyttimailld odotusarvon
jakauman mukaan jakaantuneita satunnaismuuttujia keskiarvon laskemiseen.
Valuma-alue analyysissd jakaumana kiytetddn korkeaulotteista, spatiaalisesti
korreloitunutta normaalijakaumaa. Luvussa esitelldin aluksi riippumattomien
normaalijakautuneiden muuttujien generointimenetelmié, jonka jilkeen paikal-
liset korrelaatiot lisétdén virhepintaan kiyttdmélld prosessikonvoluutiomenetel-
maa.

Teoriassa korreloimattomien normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien ge-
nerointi on helppoa. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan summa miten tahansa
jakautuneita satunnaismuuttujia konvergoituu kohti normaalijakaumaa,

€= %> €, e~ N(u,o0?).

Tama ei kuitenkaan ole kiytédnnollinen, nopea tai luotettava tapa generoida
normaalijakautuneita satunnaislukuja. Tilastollisen erityisasemansa ja kiytin-
non tarpeen takia tehokkaita normaalijakautuneiden muuttujien generointime-
netelmid on tutkittu ja kehitetty paljon.

2.3.1 Normaalijakautuneet satunnaismuuttujat

Riippumattomien normaalijakautuneiden pseudosatunnaismuuttujien luomisen
hyvéné perusmenetelména on Box-Mullerin menetelmé [Box 58]. Menetelmi pe-
rustuu ldhes kaikkien ohjelmointikielien tukemien tasajakaantuneiden px(x) = 1
muuttujien epéilineaariseen muutokseen y = f(x), jolloin saatu jakauma on muo-
toa
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py(¥) = Px(%) ’%\

Box-Mullerin menetelméssi luodaan satunnaismuuttujat pareittain tasaja-
kaantuneista satunnaismuuttujista kiyttdmélla muunnoksia [Pre 92|

Y1 = vV—2Inz; cos 2mzs,
Y2 = v/—2Inz; sin 27wzs.

Funktio voidaan kidintai muotoon

z1 =exp [—-3(¥] + v3)],

= L Y2
T2 = 3= arctan v

T4alloin Jakobin determinantiksi saadaan

¥

oz
9(z1,22) _ | Oy v2 | — _ [_L_,-vi/2 1_,-v3/2
urwn) ~ | gz gm | = ) |
1 2

eli kahdesta tasajakaantuneesta muuttujasta saadaan kaksi normaalijakaan-
tunutta, yksikkdvarianssista muuttujaa

1 e_yf/z 1 e_yg/Z_

= Vir Var

9(z1,
Pyyy2 (y1,92) = ’5((2%::%

Menetelma on yksinkertainen ymmaértaé ja toteuttaa, mutta se ei kuitenkaan
ole erityisen nopea menetelma suurien muuttujaméérien luomiseksi. Vaikka sinin
ja kosinin [Pre 92] laskeminen voidaan eliminoida menetelméé jatkokehittdmal-
14, on logaritmien laskeminen silti yksi hitaimpia PC:n laskemia matemaattisia
perusfunktioita.

Huomattavasti yksinkertaisempi ja nopeampi tapa luoda riippumattomia
normaalijakautuineita satunnaismuuttujia on approksimoida normaalijakaumaa
riittdvan tarkasti suorakaiteen muotoisilla alueilla ja kiyttda sen jélkeen hylkiys-
niytteistystd (rejection sampling). Marsagalian Ziggurat menetelma [Mar 00]
perustuu tdhian ideaan. Menetelmélla saadaan luotua 400 MHz:n PC koneessa
n. 15 miljoonaa muuttujaa sekunnissa eli n. 15 kappaletta 1000 x 1000-kokoista
matriisia/s ja likimain yksi 4000 x 4000 matriisi/s.

Hylkiiysnéytteistyksessd luodaan satunnaisluku jakaumasta f(x) madritte-
lemélld alue A, jonka sisdén alue B = {(x,y) | y < f(x)}, B C A, jaa. Tamén
jalkeen alueesta A generoidaan tasajakaantuneita vektoreita z kunnes z € B,
joka hyviksytddn naytteeksi jakaumasta f(z). Ndin luodut naytteet ovat jakau-
man f(z) mukaisesti jakautuneita. Ziggurat-menetelméssé hylkdysnéytteistysta
kiiytetddn hyvaksi peittdmalld, jakauman héntaa lukuunottamatta, positiivinen
osa normaalijakaumausta yhtdsuuren kokoisilla suorakaiteilla A;. Suorakaitei-
den koko on liséksi valittu siten, ettd niiden pinta-ala on yhtéd suuri hdntdosan
kanssa (Kuva 2.3). Kun alueiden jakokohdat {z;} x-akselilla on ratkaistu, ovat
suorakaiteen muotoiset alueet méariteltévissa seuraavasti:
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09 | .
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Kuva 2.3: Ziggurat menetelmd normaalijakaumalle, N = 8

Ai ={(z,y) |y < f(z:),z € [zi,ziga[}, i # N,
An ={(z,y) |y < f(z),z > zNn} ja
A=A ,0=20<z1 <Z2<..<ZN.

Néin suorakaiteista ja héntdosasta on helppo luoda tasajakautuneita muut-
tujia valitsemalla aina satunnaisesti jokin niisté ja yrittidmélla sen jilkeen luoda
hylkdisnaytteistykselld niyte ko. normaalijakauman alueesta. Hint#osasta sa-
tunnaismuuttuja luodaan suoraan hitaammalla menetelmélld. Kiytinnon no-
peuden kannalta merkittavdd on liséksi se, etti menetelmi voidaan saada to-
teutettua hantdd lukuunottamatta kokonaisluvuilla ja muutamalla etukiiteen
lasketulla taulukolla.

2.3.2 Prosessikonvoluutio

Prosessikonvoluutio on laskennallisesti nopea tapa liséta halutunlainen, spatiaa-
linen autokorrelaatio tason tai avaruuden pisteille. Teoriassa haluttu korrelaatio
riippumattomiin muuttujiin (Ex = E[(x — ux)(x — pux)T] = I) voidaan saada ai-
kaan helposti kdyttamalla hyvéksi kovarianssimatriisin ominaisarvohajotelmaa
¥ = XAXT. Sisiltikoon kovarianssimatriisi 3y halutun tyyppisen korrelaation
y:n elementtien vililld. Satunnaismuuttuja y:n mukaisesti korreloituneita vekto-
reita voidaan nyt luoda korreloimattomista satunnaismuuttujista x laskemalla
z = Xx. Témi muuttujien vaihto ei mydskiién vaikuta odotusarvon jakaumaan,
koska symmetriselld kovarianssimatriisilla ominaisarvohajotelman X matriisit
ovat rotaatiomatriiseja, joiden determinantti on yksi [Gol 83]. Néin luotujen
satunnaismuuttujien korrelaatio on siten
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X, = El(z — pa)(z — l‘z)T]
= Ex[(Xx — Xpz)(Xz — Xpz)"]
= XEx|(x — pz)(z — l—‘z)T]xT

= X2, XT = XXT = 3,.

Téamé on kuitenkin vain teoreettinen ratkaisu, koska kiyténnossé ongelmaksi
tulee aiemmin mainittu kovarianssimatriisin muistin kéiyton liian nopea O(N*4)
kasvu. 10® x 103-kokoiselle korkeusmallilla (N = 10*) kovarianssimatriisin koko
olisi jo miltei 10'? lukuarvoa eli 512 GB.

Prosessikonvoluutiossa [Swa 99, Ker 00] kiytetdan hyvéksi signaalinkésitte-
lyn konvoluutioteoreemaa [Gon 99| halutunlaisen korrelaation laskemiseksi muut-
tujien vilille. Menetelmén ainoana rajoituksena on luotujen korrelaatioiden pai-
kallisuus. Suodattamalla nollakeskiarvoista ja yksikkovarianssista normaalikohi-
naa voidaan prosessikonvoluutiolla luoda N (0, £x (02, ¢)) jakautuneita muuttu-
jia, missé korrelaatiomatriisi on matriisin muotoon asetettujen satunnaismuut-
tujien semivarianssin v(h) parametrien 02, ¢ mukaisesti laskettavissa oleva kor-
relaatiomatriisi ¥ (7, j) = Cov(x; —X;), missd x; ja x; ovat matriisiin asetettu-
jen satunnaismuuttjien ¢ ja j koordinaatit. Menetelmassa tarvittava konvoluutio
voidaan laskea nopeasti Fourier muunnosta hyédyntavalla FFT eli Fast Fourier
Transform algoritmin avulla [Mit 98].

Rajoittamalla korkeusmallin pisteiden valisen etdisyyden mukainen autokor-
relaatio p(h) = Cov(h) ja siten my0s semivarianssi y(h) samaksi kaikille kor-
keusmallin pisteille, voidaan korrelaatioiden lisédminen muuttujien vélille to-
teuttaa kaksiulotteisena diskreettind konvoluutiona M x N. Olkoon M ja N
kaksi kaksiulotteista funktiota tai matriisia
M : [Ag, A1] X [Bo,B1] — R, N : [Xp, Xi] x [Yp,Y1] — R. Diskreettikonvo-
luutio funktioiden valilla on

Ay By

(MxN)[z,y] = Z Z M{a, b)N[z — a,y — b).

a=Ap b=Bg

Kaavassa M ja N ovat funktioiden M ja N laajennoksia kaikille kokonais-
luvuille

Mlz,y] , z € [Ao, A1],y € [Bo, B1]
0 , muulloin '

Mmm={

Prosessikonvoluutiossa funktioista M ja N toinen funktioista on korkeusmal-
lin muotoinen, riippumatonta normaalijakautunutta kohinaa sisiltavd matriisi
ja toinen on semivarianssin mukaan laskettu matriisi eli konvoluutio- tai suodin-
maski. Mikili semivarianssin mukainen korrelaatio on paikallista eli etédisyyden
mukaiselle korrelaatiokertoimelle p(h) pétee



2.3. SATUNNAISMUUTTUJIEN SIMULOINTI 27
bl > L = p(h) ~ 0,

on konvoluutiomaskin koko riippumaton korkeusmallin koosta. Konvoluutio-
maskin koko on (2L + 1)? ja korrelaatiokertoimia vastaavan konvoluutiomaskin
ei siten tarvitse olla korkeusmallin kokoinen.

2.3.3 Prosessikonvoluution teoriaa
Suodinmaskin laskeminen korrelogrammista

Suodinmaskin laskeminen vaatii konvoluutioteoreeman hyddyntimistd kaksiu-
lotteisessa tapauksessa. Konvoluutioteorian mukaan 2d-kuvien konvoluutio M %
N voidaan esittdd taajuustasossa Fourier-muunnettujen Flu,v] = F(f[z,y])
funktioiden kertolaskuna. Niin voidaan saavuttaa selvi nopeutus konvoluution
laskennassa. Konvoluution suora laskeminen kaksiulotteisille, likimain saman-
mittaisille, diskretoiduille signaaleille vaatii O(/N?) operaatioa, kun taas Fourier-
muunnoksen avulla, jonka laskemiseen 16ytyy nopea FFT-algoritmi, on mah-
dollista laskea kaksiulotteinen konvoluutio ajassa O(N?logN). Kaksiulotteinen
Fourier- muunnos F ja sen soveltaminen konvoluution laskemiseen perustuu
kaavoihin

M-1N-1
F(M)[u,v] = Mu, v] Z Z Mz, y|eI2m(uz/M+vy/N)
z=0 y=0

M*N x F~1 [F(M)F(N)).

Konvoluutioteoreeman tarkempi todistus on l6ydettévissi tyon liite-osasta.
Varsinaisen suodinmaskin laskemisprosessin johtaminen vaatii prosessikonvo-
luutioteorian eksaktia esittelemisti. Generoitava diskreetti virhepinta lasketaan
suodattamalla matriisin N normaalijakautunutta korreloimatonta kohinaa N[n, m| ~
N(0,1) siten ettd luodun pinnan normaalijakautuneiden pisteiden vilille Z =
M * N muodostuu halutunlainen korrelaatio.

Kayttamalla kaksiulotteista diskreetin korrelogrammin méiiritelmai

Rxvy [h1, ho] x E[X[n,m]Y[n + h1,m + ha]

voidaan laskea kaava autokorrelaatiomatriisin Rzz (M) laskemiseksi suodin-
maskista M. Rajoittumalla symmetrisiin maskeihin voidaan kaava myos kiint4i
ja laskea suodinmaski M, kun autokorrelaatiomatriisi Rzz = A on tiedossa.

M =R ;(A)

Korreloimattoman satunnaispinnan pisteet ovat riippumattomia, joten pitee
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E[N[i, jIN[i + a,j + b]] = 6(a, b)

Kéayttamalla tatéa tulosta voidaan laskea autokorrelaatio konvoloidulle kohi-
nalle Z:

Rzz[hl, h2] x E[Z[n, m]Z[n + hi,m+ hz]]

M N
=E[('Z Z M1, j1]N[n — i1, m — ji])

M N

(3> > Miis, j2]N[n+ hy — ig,m + ha — j2])]
Jj2=—Miz=—N

N M
Z Z M[il,jl]M[il + hi, 51 + hg].
=—N3j

i1=—N j1=—M

Téasta on mahdotonta tai erittdin hankalaa ratkaista maskia M suoraan.
Kayttamélld konvoluutioteoreemaa maski saadaan kuitenkin ratkaistua helpos-
ti. Jo aiemmin esitetty kaksiulotteinen Fourier-muunnos on

M-1N-1
Flu, o] < 3. Y Pz, yle s2mue/Mtou/N)
=0 y=0

joten virhepinnan autokorrelaation Fourier-muunnos on

N M
Rzz[u’ 'U] x Z Z M[il,jl]e+j21r(i1u/(2M+1)+'iz’U/(2N+l))
i1=—N j1=—-M

M N
Z Z M[il + k1, ji1 +h2]e_j27r(u(i1+h1)/(2M+1)+'U('i2+h2)/(2N+1))
hi=—M hy=—N

Jos maskille lisiksi pétee seuraava sirkulaarisuusehto, joka on tarpeen, jotta
konvoluutio voitaisiin laskea Fourier-muunnoksen kautta:

M[’h + hi,i2 + ho] = M[(zl + h1) mod (2N + 1), (i2 + he) mod (2M + 1)],
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hy € [—2N..2N] " hy € [—2M..2M],

yksinkertaistuu autokorrelaation Fourier-muunnos muotoon

N M
( Z Z M[’I:l,j]]€+j2w(ilu/(2M+l)+i2v/(2N+l)))M[u,'U].
i1=—N j1=—M

Tulosta voidaan yksinkertaa reaalisen suodinmaskin tapauksessa merkise-
maélld konjugoitua kompleksiarvoista matriisia merkinnélld M*, jolloin Fourier-
muunnetun autokorrelaatiomatriisin arvot yksinkertaistuvat muotoon

Rzz[u,v] o< M*[u, v]M[u,v] = ||[M][u,v]||%

Kaava voidaan kirjoittaa my6s muodossa Rzz[u,v] = a|[M[u,v]||? missi o
on reaalinen skaalaustermi. Tima menetelmé autokorrelaation Fourier-muunnoksen
laskemiseksi sopii mille tahansa suodinmaskille. Aiemmin mainittu maskin sir-
kulaarisuusehto voidaan nimittdin aina saattaa voimaan laskujen ajaksi lisdd-
malld suotimen loppuun riittdva méaéra nollia.

Tuloksesta saadaan |Mu,v]| = a'/?Rzz[u,v]"/?, miki ei kuitenkaan rat-
kaise maskia kokonaan. Mikili suodinmaski on symmetrinen eli M[—i, —j] =
M[i, j], voidaan suodinmaski kuitenkin ratkaista:

M*[u,v] =3N_ o TM_ . Mliy, ji]eti2livu/@M+1)+izv/(2N+1))
=— 1=— k]
- E%:—N Z AT, M[—il, _jl]e+]'21r(11u/(2M+.1)+12v/(2N+1))
— Zh:—N Y. M[il’jl]e—ﬂvr(zlu/(2M+1)+12v/(2N+1))
= My, v].

Télléin M[u, v] = a'/?Rzz[u, v]'/? ja tuloksesta seuraa myds maskin reaa-
lisuus Fourier-muunnoksella lasketussa taajuustasossa,

Mu,v] =rie P =r1e/® = g =0.

Tama rajoittaa menetelmaille sopivien reaalisten suodinmaskien M muotoa
vield lisdd. Symmetrinen konvoluutiomaski tulee lihes vilttimatta siirtdi las-
kujen kannalta yhteiseen origoon laskujen ajaksi, koska ei-origo keskisen maskin
Fourier-muunnos on

F(£f(n — no,m — mp)) = F(u,v)e~I2r(uno/N.wvmo/M)

Vaihtoehtoisesti voitaisiin laskuissa kertoa Fourier-muunnoksia sopivasti va-
lituilla arvoilla niin ettd laskut menevit yhi oikein, toteutuksessa on kuitenkin
yksinkertaisinta pit4dé kaikki laskut FFT:n kannalta origo keskitettyn niin, etta
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origoksi valitaan taulukon alku [0, 0] eiké [§, &]. Laskettu autokorrelaatiomat-

riisi Rzz tulee laskea timan mukaisesti ja autokorrelaatiomatriisi pitdé ajatella
olevan nollilla laajennetun suodinmaskin sirkulaarisen konvoluution tulokseksi.
Taméin takia maskia laskettaessa autokorrelaatiomatriisia tulee laajentaa kes-
keltd nollilla (2N + 1) x (2M + 1) koosta (4N + 1) x (4M + 1) kokoon.

Lopuksi ratkaistu M{[u, v]a!/? tulee vield muuntaa kiiénteisells Fourier muun-
noksella takaisin spatiaalitasoon M[n, m]a!/2, missé voidaan helposti ratkaista
skaalaustermi a. Kayttdmalld merkintdd vec(A) merkitsemddn N x M kokoisen
matriisin arvoja kun ne on asetettu N M-ulotteiseen vektoriin, voidaan kon-
voluutiokaava kirjoitaa myos vektorimuodossa mille tahansa pisteelle Z[n,m]
seuraavasti:

Z[n, m] = vec(a'/?M)Tn,
Var [Z[n,m]] = E[vec(M)TnnTvec(M)] — a(vec(M)T E[n])?

= awec(M)TTvec(M)) — 0 = a|lvec(M)||?,

missd n on sopivalla tavalla jarjestetty korreloimattoman virhepinnan N
vektorointi. Konvoluutiomaskin M tuntematon skaalaustermi o voidaan nyt rat-
kaista, koska virhepinnan Z semivarianssin varianssiparametri 02 = Var|[Z[n, m]]
on tiedossa,

o2 o2

&= ToecMZ = En'mMn,m!'

Yhdisteleméllda ndmé osatulokset voidaan suodinmaski laskea etdisyyden
mukaan muuttuvan kovarianssin eli kovariogrammin autokorrelaatiomatriisis-
ta R, joka on paikallisesti keskittyneiden korrelaatioiden tapauksessa huomat-
tavasti koko konvoloitavaa aluetta pienempi.

Korrelogrammin laskeminen semivariogrammista

Edellisen kappaleen mukainen symmetrinen suodinmaski voidaan laskea au-
tokorrelaatiofunktion perusteella. Kéytannosséd geostatistiikassa kiytetddn kui-
tenkin semivariogrammeja pinnan korrelaatioiden maérittelemiseen. Aikaisem-
min esiteltyjen tulosten perusteella halutaan kdyttda isotrooppista, joko gaus-
sista tai eksponentiaalista, semivariogrammimallia. Nimé ovat

YGau(h) = 02(1 — e~ lIblI*/¢%)

'YExp(h) - 0'2(1 — e'||h||/¢)_

Liséksi malleihin voidaan haluta liséta paikallista, riippumatonta pisteittais-
td virhetta kdyttdmaélla ns. nugget-semivariogrammia

v(h) = 0*(1 - é(h)).
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Korreloimatonta virhepintaa voitaisiin kiyttaa pelkélld skaalauksella nugget-
semivariogrammin mukaisesti jakautuneena virhepintana, mutta sen mukaista
satunnaiskohinaa voidaan myos luoda kisittelemétta nugget-semivariogrammia
laskentaa lisdd monimutkaistavana erikoistapauksena. Epajatkuvaa nugget-semivariogrammi
mallia voidaan kiytannossa approksimoida jatkuvalla gaussisella semivariogram-
milla. Kun gaussiselle semivariogrammille valitaan ¢ = 104, saadaan nugget-
semivariogrammille approksimaatio

YGau(h) = 02(1 — e~ 10°IRI%)  52(1 — §(h)).

T&llsin v(0) = o2 ja diskretoidun semivariogrammin muille pisteille ||n| > 1
pitee

o pe—
7(n) = o1 —e™ ) > o?(1 - m) > o2(1 —1071%)

eli nugget-semivariogrammia, joka vastaa riippumaton kohinaa, voidaan ap-
proksimoida riittdvéan tarkasti my6s gaussisella semivariogrammilla.

Korrelogrammin laskeminen

Toisen asteen nollakeskiarvoisille, stationéérisille jakaumilla semivariogram-
mi voidaan esittdd myos muodossa

v(h) = Cov(0) — Cov(h), missd Cov(h) = E[z(u)z(u + h)].

Tarvittava autokorrelaatiofunktio voidaan laskea huomaamalla ja merkitse-
malla

r(h) = Ex[z(u)z(u + h)] = Cov(h) , Cov(0) = o2.
Autokorrelaatiofunktiolla saadaan siis kaavat

r(h) = o®—y(h)
W)= o2e-lhi/e?
T'E'zp(h) = og2e-Ihll/é,

Taman lisdksi pitdd myos suodinmaskin riittdvin suuri koko laskea. Yhta-
16sta r(h) < e saadaan tulokset

”hGau” > ¢ - 1!1(60'_2),

[hEzpll > —¢In(ea=?).

Jonka jilkeen diskreetit korrelogrammin l. autokorrelaation arvot voidaan
laskea 2||h.|| + 1 kokoiseen matriisiin Rzz[—||h.|..||h.||, = || hu|]..| ][],
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Rzzli, j] = r«(i, 7).

Liséksi voi olla tarvetta haluta kiyttd4 monen semivariogrammin yhdistel-
mad virhepinnan korrelaatioiden méérittelemisessé. Virhepinnan luominen tassa
tapauksessa vaatii yhtd monen riippumattoman satunnaismuuttujapinnan kayt-
tod. Jos Z(h) = 3 X;(h) ja muuttujat ovat riippumattomia, eli

E[Xi(x)X,(y)] = Cov(x — y)é(i — j).

Autokorrelaatioksi, kovarianssiksi ja siten myos semivariogrammiksi saadaan
summattujen muuttujien semivariogrammien summa. Kovariogrammille ja se-
mivariogrammille saadaan télléin laskettua kaavat

Cov(h) = E[Z(u)Z(u + h)] = 3 E[X;(u)X;(u + h)] = 3 ri(h),

7(h) = Cov(0) — Cov(h) = >°7i(0) — ri(h) = 3 7i(h).

2.3.4 Konvoluution laskenta

Prosessikonvoluution laskenta nopeuden kannalta on tirkedd pyrkid toteutta-
maan menetelmén vaatima konvoluutio mahdollisimman nopeasti. Konvoluutio
voidaan tehdd Fourier-muunnoksella (FFT) ainakin kolmella eri tavalla, joiden
laskennallinen skaalautuvuus on sama O(nlogn). Menetelmien muistinlukuta-
vat eroavat toisistaan kuitenkin niin, ettd nopeuserot algoritmien valilld voivat
uusissa PC-koneissa (2004) olla suuria, jopa 20-kertaisia. Laskentatavat ovat
[Mit 98]:

e suora konvoluutioteoreeman kaytto,
e paloittainen “overlap-add” menetelmé ja
e paloittainen “overlap-save” menetelma.

Niista ensimméinen kidyttda konvoluutioteoreemaa suoraan laskemalla Fourier
muunnoksen kummastakin signaalista ja kertomalla ne taajuustasossa. Kaksi
jalkimmaista toimivat tehokkaasti vain mikali toinen konvoloitavista signaaleis-
ta on toista olennaisesti lyhyempi, jolloin konvoluutioteorian mukainen Fourier
muunnos tehddan pienissd, paremmin prosessorin vilimuistiin mahtuvissa pa-
loissa. Taman jalkeen paloittainen konvolointi voidaan korjata tehokkaasti niin,
ettd lopputulokseksi saadaan oikea, koko signaalien vilinen konvoluutio.

Suorassa menetelmassi lasketaan konvoluutio laajentamalla konvoloitavat
signaalitx : [0, N — 1] - Rjay : [0, M — 1] — R samanpituisiksik € [N,N + M — 1] =
x[k]=0,l€ [M,N+ M —1]= y|l] =0, jonka jilkeen ratkaisu saadaan laske-
malla x xy = F~1 [F [x] F [y]] alemman kappaleen 2.3.3. prosessikonvoluution
teoriaa mukaisesti.

Overlap-add menetelméssa konvoluutio z = yxx lasketaan jakamalla x k:ksi
L:n naytteen pituiseksi signaaliksi kL = N.

X [n] = 3> % [n]
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n € [kL,kL+ L —1] = x¢ [n] =x[n] AVr # kx, [n] =0
Talloin konvoluutio voidaan laskea M + L — 1-kokoisissa paloissa

Z=) Y*Xk =) Zk,

jossa osa edellisen konvoluution tuloksesta joudutaan aina lisdidméan seuraa-
vaan, jotta lopputulos olisi oikein.

zlkL+n)=2zx[n— kL] +2zx—1[n— kL] ,0<n<L

Overlap-save menetelméssid konvoluutio lasketaan jakamalla x osittain li-
mittdisiin L:n ndytteen pituisiin osiin ja kdyttdmalld vain loppuosa lasketuista
konvoluutiosta.

xk[n]=xn+m(L-M)],0<n<L,L>M

zln+k(L—M)|=(y*xx)[n], M—1<n<L-1

Kummankin menetelmén edut [Mit 98] suoraan konvoluution laskemiseen
ovat samat. Paloittaisilla menetelmilld voidaan vilttda huomattavasti lyhyem-
man signaalin nollilla laajentaminen pidemmaén signaalin pituuden mukaan. Tal-
16in ei myGskédn tarvitse kasitelld koko signaalia kerrallaan, jolloin nopean vé-
limuistin tai varsinaisen muistin rajallisuus ei ole ongelma. Toisin kuin suora
konvoluutioteoreeman soveltaminen paloittaisten menetelmét soveltuvat myos
adrettomaén pituisten signaalien konvolointiin.

2.4 Hajautettu laskenta

Tietokoneiden laskentaa voidaan nopeuttaa joko kehittdmalla nopeampia algo-
ritmejé laskentaa varten tai lisddmaélla ongelmalle kiytossa olevaa laskentakapa-
siteettia, miki voi vaatia my0s itse algoritmien muuttamista. Niin hajautetussa
kuin rinnakkaislaskennassakin laskentatehoa kasvatetaan lisddmaélla kiytetta-
vissd olevien riippumattomien laskentayksikoiden tai -prosessien mééra. Télloin
tadytyy usein my®ds itse laskenta-algoritmeja muuttaa, jotta toiminta olisi teho-
kasta hajautetussa tai rinnakkaistetussa laskentaymparistossé.

2.4.1 Hajautettu ja rinnakkaislaskenta

Hajautetun ja rinnakkaislaskennan yhteisend piirteenéd on laskentamenetelmien
tarve koordinoida toimintaansa muiden, yksittdisestd laskentayksikosté eli pro-
sessoreista riippumattomasti toimivien laskentayksikoiden vililld. Koska tiedon-
siirto yksikoiden vililld on tavallisesti huomattavasti hitaampaa kuin varsinai-
nen laskenta, on algoritmeissé tarkedd pyrkid minimoimaan laskentayksikoiden
vélisesséd tiedonsiirrosta olevat viiveet. Algoritmien oikean toiminnan takia on
my0s usein tarpeellista synkronoida yhteisten muuttujien lukemis- ja kirjoituso-
peraatioita, mikd hitautensa takia vaikuttaa usein huomattavasti algoritmien
toimintanopeuksiin.
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Rinnakkaislaskennassa prosessorit ovat hyvin kiinteédssd yhteydessé toisiin-
sa ja niilld saattaa olla yhteistd muistia, jonka kautta ne voivat vélittdd tietoja
toisilleen lahes viiveettd. Téassa tyossa termid rinnakkaislaskenta kiytetaén viit-
taamaan tapaukseen, jossa prosessoreilla on yhteistd muistia ja laskenta tapah-
tuu rinnakkain ajettavissa sdikeissd. Ndin maédriteltynd rinnakkaislaskennassa
on tarpeen synkronoida vain yhteisien muuttujien muuttamisoperaatioita.

Hajautetussa laskennassa sen sijaan jokaisella prosessorilla l. laskentasolmul-
la on oma muistinsa ja prosessorit keskustelevat hitaasti keskendén jonkin tieto-
verkon vilitykselld. Hajautettua laskentaa ja rinnakkaislaskentaa voidaan myos
yhdistdd ratkomalla jokaisessa hajautetun laskennnan laskentasolmussa ongel-
maa rinnakkaislaskennalla.

Normaali rinnakkaislaskennan tietokoneympéristé on SMP 1. symmetrinen
moniprosessorikoneympéristd (Symmetric multiprocessing), kun taas hajaute-
tussa laskennassa kiytetdédn tietokoneklustereita. Suuren laskentakapasiteetin
klustereissa prosessorien kytkentatekniikka on yleensé kiyttotarkoitukseensa eri-
tyisesti sovitettua tekniikkaa, kun taas hitaammissa normaalia tietokoneverk-
koa kiiyttavissid ns. Beowulf-klustereissa laskentasolmut voivat olla normaaleja
Ethernet-verkolla kytkoksissa olevia PC-koneita.

Varsinaisen hajautetun ja rinnakkaislaskennan liséksi voidaan supertietoko-
neympéristoissa rinnakkaislaskentaa tehdé laitteistoilla, jotka tukevat vektori-
laskennan operaatioiden laskemista tehokkaasti rinnakkain. Rinnakaislaskentaa
voidaan myds viedd hajautetumpaan suuntaan ns. NUMA jérjestelmissd (Non-
Uniform Memory Access), jossa kukin prosessori pystyy kiyttdméén huomatta-
vasti muita nopeammin jotain osaa muistialueesta. Muita eksoottisempia tapo-
ja kiyttaa laskentaresursseja tehokkaasti on kiyttéé laskentaan erikseen suun-
niteltuja prosessoreja kuten DSP-piirejé tai itsedén laskennan aikana muokkaa-
via FPGA-piirejd (Reconfigurable Computing), joiden konfiguraatio tapahtuu
prosessorille integroituja muistielementtejd muuttamalla.

Yleensa yhden organisaation hallinnoimia klusterilaskentaympériston resurs-
seja voidaan my6s yhdistdd suuremmiksi GRID-ympéristoiksi, joissa lasken-
taympdéristot ovat tyypillisista klustereista poiketen heterogeenisid. Standardi-
soituja GRID-laskennan ohjelmia ja protokollia on toteutettu Glubus Alliancen
Globus Toolkit:issd, jonka osia kdytetdan useissa GRID-ymparistoissd kuten
pohjoismaisessa NorduGRID:issé tai Yhdysvaltojen TeraGRID:issa.

2.4.2 Tekniikkaa

Hajautetussa laskennassa tarvittavaan laskentasolmujen véliseen tiedonsiirtoon
ja synkronointiin on olemassa tété tarkoitusta varten kehitettyjé standardoituja
kirjastoja, joiden algoritmit on optimoitu minimoimaan hajautetun laskennan
operaatioihin kuluvaa aikaa.

MPI (Message Passing Interface) [MPI95],[And 99] on yksi yleisesti kiytos-
sé oleva hajautetun laskennan standardisoitu rajapinta, joka tukee myds hete-
rogeenisia eri prosessoriarkkitehtuureita kiyttaviéd hajautettua laskentaa. Rin-
nakkaislaskentaa varten vastaavia ratkaisuja ovat mm. normaali sdikeiden kéyt-
t6 POSIX threads mukaisen standardoidun kirjastorajapinnan kautta tai SMP-
laskentaan tarkoitettu OpenMP rajapinta.

Valuma-aluelaskennan toteutuksessa kiytettiin MPI-rajapintaa [LAM] ha-
jautetun laskennan toteuttamiseksi ja POSIX threads séikeitd laskennan rinnak-
kaistamiseksi hajautetun laskennan laskentasolmuissa. MPI-kirjaston kiytt66n
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paddyttiin OpenMP rajapinnan sijaan, koska MPI-rajapinnalle 16ytyy ilmaisia
hyvid toteutuksia ja se soveltuu paremmin heterogeenisiin prosessoriarkkiteh-
tuuriymparistéihin. Ohjelmaan lisattiin my6s tuki kdyttad virtuaalisia, ohjel-
man sisaisesti simuloimia, séikeitd Pth-kirjaston [PTH] avulla, jolloin samalla
ohjelman rakenteella sitd voidaan ajaa my6s ympéristoissé, jossa POSIX threads
rajapinnan kiytto ei onnistu. Néin pystyttiin mm. kiertdméaén Tieteellisen las-
kennan klusterilaskentaympéristossa vastaan tulleet sidikeiden luonnin satunnai-
seen epdonnistumiseen liittyvit ongelmat. Pth-kirjastoa kiytettdessa kadotetaan
kuitenkin suurin osa laskennan rinnakkaistamisessa saavutetuista eduista.



Luku 3

Tulosten tarkkuuden arviointi

Monte Carlo-simulaatiosta saadun estimaatin tarkkuuden kannalta on olennais-
ta, ettd laskettava keskiarvo ja kdytettava nédytteistysmenetelmd ovat kummat-
kin konvergoituneet oikeaan arvoonsa tai jakaumaansa. Néistd jalkimmainen
eli itse normaalijakautuneiden nédytteiden luominen voidaan tehda luotettavas-
ti ailemmin esitellyilld menetelmillé, joten on ainoastaan tarpeellista arvioida
laskettavan keskiarvon konvergenssia.

Luvussa johdetaan tilastotieteen avulla arvioita valuma-alueeseen kuulu-
mistodennékoisyysestimaatin tarkkuuden kehittymisestd generoitujen valuma-
aluerealisaatioiden méaérdn kasvaessa. Aluksi tarkastellaan yksittdisen pisteen
konvergenssia, jonka jidlkeen konvergenssiarviota parannetaan ottamalla huo-
mioon sekd korkeusmatriisin pisteiden keskindinen ettd laskettujen keskiarvo-
jen vilinen korrelaatio. Korrelaatioiden huomioiminen liséda laskettujen arvioi-
den realistisuutta, miki yleensd kasvattaa konvergenssiarvion suuruutta. Na-
maé korrelaatiot voidaan ottaa huomioon kiyttdmalld normaalimatriisijakaumaa
[Gup 99] ja laajentamalla aiemmin esitetty konvergenssin monitorointimenetel-
mé usealla muuttujalle [Rob 04]. Menetelmén laskennallisen raskauden takia
tarkasta monitorointimenetelmésta muokataan nopeampi, valuma-aluelaskentaan
solveltuva likiarvoinen konvergenssin arviointimenetelma.

3.1 Monte Carlo simulaation konvergenssi

Jotta Monte Carlo simulaatiossa laskettu estimaatti olisi mahdollisimman luo-
tettava, tulisi kdytettyjen ndytteiden 1. korkeusmallin realisaatioiden maarin
olla mahdollisimman suuri. Toisaalta laskennan hitauden takia olisi hyva jos
laskenta voitaisiin lopettaa mahdollisimman aikaisessa vaiheessa vaarantamat-
ta kuitenkaan laskentatuloksen tarkkuutta. Laskenta-ajan minimoimisen lisdk-
si konvergenssiarvioista voidaan usein laskea jarkevid arvioita jiljellda olevalle
laskenta-ajalle.

Valuma-alueen laskeminen antaa arvon yksi jokaiselle pisteelle sen valuma-
alueeseen kuulumistodennikéisyydelld p ja nollan todennakéisyydella 1—p, joten
n:n realisaation kertymé p,n = 3 z; noudattaa jokaisen korkeusmallin pisteen
osalta binomijakaumaa. Binomijakauma f(k) ja sen keskiarvo ja varianssi ovat

109 =} )rra-pr+,

37
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E[k] = np, Var[k] = np(1 — p).
Tuloksista saadaan kuulumistodennékoéisyyden varianssille arvio:

Varlp,) = Varlk/n] = J—ln_p) < %.

Jos yhdelle pisteelle lasketun todennékdisyysarvon varianssi halutaan olevan
enintdin 10~4, tiytyy estimaattien keskihajonta olla 10~2 (1%) ja toistokertoja
tulee olla n = 2500.

Tassé kuitenkin on jadnyt huomioimatta pisteiden keskindinen ja eri iteraa-
tiokierrosten keskiarvojen vélinen korrelaatio, joilla voi olla huomattava vaikutus
tarvittavien realisaatioiden maaraan [Rob 04]. Tamén takia on tarpeen arvioi-
da konvergenssia tarkemmin. Y1ld olevasta yksinkertaisesta tuloksesta voidaan
kuitenkin jo laskea likimadraisid arvioita tarvittaville reaalisaatioiden maaril-
le. Esimerkiksi 10% tarkkuudelle eli keskihajonnalla 10~ iteraatioita tarvitaan
vain n = 25 (Taulukko 3.1).

Taulukko 3.1: Konvergenssiarvio yhdelle muuttujalle

nédytteiden maard n  ~ keskihajonta omaz

25 10%
100 5%
1000 1,58%

3.2 Korreloinnin huomiointi

Konvergenssin tarkemmaksi analysoimiseksi voidaan pyrkié esimerkiksi vain ar-
vioimaan kovarianssimatriisin suurinta ominaisarvoa, joka asettaa ylarajan kes-
kiarvon mg = Tl(-Zin virheelle.

Todistetaan aluksi lause E[tr(xxT)] = tr(E[xxT]), jota tarvitaan virhear-
vion laskemiseen. Olkoon nollakeskiarvoisten muuttujien x kovarianssimatriisi
on Xy ja ominaisarvohajotelma Xy = XAX7. Tilléin voidaan laskea

E[tr(xxT)] = E[xTx] = E[vTv]
=E[}; viz =3 E['Uzz] =i tr(Ev)
=Y, Ai =1r(A) =tr(Zx)

= tr(E[xxT)).

Laskussa on alussa tehty muuttujanvaihdos v = X7x, jolla poistetaan korre-
lointi muuttujien vililtsd, £y = E[vvT] = XTE[vvT]X = A. Muuttujan vaihdos
ei myoskddn muuta odotusarvon arvoa koska X on vain rotaatiomatriisi, jon-
ka determinantti on yksi. Tulos voidaan yleistdd muille kuin nollakeskiarvoisille
muuttujille z laskemalla
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E[tr(zzT)] = E[tr((z — pa)(z — Mz)T)] - tr(ﬂz/—‘f)
= tr(E[(z — pta)(2 — pta) ")) — tr(apy )

= tr(E[(z — pta)(2z — pta) T — tr(pzpiz )])

= tr(E[zz7].

Lasketaan my&s tarpeellinen tulos Xm, = 7 Zx,

[(fz X; — Z% wT] ;
[% >y w7’ = RE[§ X (xi — p)(xi — )T

Il

><I~xl'—

Il

Johdetun tulosten avulla voidaan laskea neliollisen virheen odotusarvo,

v

€ dzm(x)E[”mK N” ] d"n(x)E[tr((mK ﬂ‘)(mK M)T)]

mt'f'( mK) e Wtr( ) < Ama:t

Jéljelld olevaa neliollistd virhettd voidaan siis arvioida laskemalla kovariassi-
matriisin diagonaaliset arvot tai pyrkimalld arvioimaan maksimiominaisarvoa.
Naiista edellinen voidaan tehda laskennan aikana ja jalkimmaéista ylarajaa voi-
daan pyrkid arvioimaan analyyttisesti. Lasketun valuma-aluekartan P yksit-
taisten pisteiden varianssi on aiemman tuloksen mukaisesti p(1 — p). Koska
valuma-alueeseen varmasti kuulumattomissa p = 0 ja kuuluvissa p = 1 alueis-
sa, yksittaisten pisteiden varianssi on nolla, on koko kartan varianssi kytkoksis-
sd valuma-alueen piirin pituuteen L. Olettamalla valuma-alueen, jonka pinta-
ala on A, olevan ympyrin muotoinen tulee piiriksi L = 27r = 2v/7A. Koko
valuma-aluekartan varianssi on siis luokka O(L), joka on aina suurempi kun
valuma-aluekartan kovarianssimatriisin suurin ominaisarvo. Néin neliollisen vir-
heen kasvulle saadaan ylaraja arvio

e? < O(VA/K).

Koska valuma-alueen pinta-alaa A:ta voidaan vield arvioida ylhailtéd pain ko-
ko korkeusmallin pinta-alaa kiiyttimilld D? > A, on tarpeellinen iteraatiokerto-
jen méara suhteessa suorakulmaisen korkeusmallin reunan pituuteen K = O(D).
Esimerkiksi 1000 x 1000 kokoisen alueelle valuma-aluekartan P g tarkka laske-
minen vaatii noin 10 kertaa enemman laskentaa kuin 100 x 100 kokoinen alue.

3.3 Ulottuvuuksien maaran vahentaminen

Lineaarinen padkomponenttianalyysi[Hay 98| on tapa kuvata muuttujat x (esi-
merkiksi valuma-alue vec(X)) lineaarisesti muuttujiksi y = Ax siten, ettd ku-
vaus A diagonalisoi kovarianssimatriisin 3. Tall6in muuttujat y ovat dekorre-
loitu eli Cov(yi,y;#i) = 1. Menetelmé perustuu symmetrisen kovarianssimat-
riisin ¥ ominaisarvokehitelmidinYy = XAXT. Kaavassa X on rotaatiomatrii-
si XTX =1 ja A on diagonaalinen matriisi. Valitsemalla A = XT tulee y:n
kovarianssimatriisiksi
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By =E[(y — py)(y — #ty)"] = E[A(X — px)(x — px)TAT]
= AS,AT = XT(XAXT)X = A.

Téatéd tulosta voidaan ja my0s usein kidytetddn x:n ulottuvuuksien méirin
viahentdmiseen. Diagonaalinen y:n korrelaatiomatriisi A siséltda diagonaalillaan
muuttujien y varianssit. Asettamalla varianssit suuruusjarjestykseen Ay > Ay >
... 2 AN ja asettamalla néistd pienimmaét ¢ > M nolliksi, voidaan y:stéd tiputtaa
pois ndma vdhédn satunnaisuutta sisédltidvit ulottuvuudet. Pddkomponenttiana-
lyysin avulla voidaan siis etsid matalaulotteisempi aliavaruus, jonka kovarians-
simatriisin ominaisarvohajotelman diagonaalisella matriisilla A on ldhes saman
verran varianssi. Ndin voidaan korkeaulotteista laskentaa usein helpottaa teke-
malla laskut matalaulotteisemmalla aineistolla y. T#té lahestymistapaa voidaan
soveltaa my0s keskiarvon konvergenssin arvioimiseen.

Aiemmin laskettujen tulosten perusteella on selvidi, ettd keskiarvon kon-
vergenssi on riippuvainen satunnaismuuttujien variansseista, jotka haluttaisiin
nyt padkomponenttianalyysin avulla keskittdd mahdollisimman pieneen mai-
rddn muuttujia. Valuma-aluekarttojen varianssi on keskittynyt valuma-alueen
epavarmoille reunoille, joiden koko on huomattavasti koko valuma-aluetta pie-
nempi. Koska lineaarisella kuvauksella Ax pystytdan naité pisteitad helposti "poi-
mimaan” y:n muuttujiin, pitdisi ulottuvuuksien méiran vihentdminen olla help-
poa. Aliavaruus, joka siséltaé esimerkiksi 90% koko valuma-alueen x varianssis-
ta, on ilmeisesti huomattavasti alkuperiistd matala-ulotteisempi.

Ulottuvuuksien vihentamistd voidaan konvergenssin laskemisessa perustella
seuraavasti. Olkoon A aikaisempi lineaarinen kuvaus alkuperéisistd muuttujista
x matala-ulotteisemmille muuttujille y,

y = Ax.

Kuvaus A on valittu niin, ettd pisteiden y varianssi on mahdollisimman
suuri. Liséksi on oletettu satunnaismuuttujien olevan yksinkertaisuussyistd nol-
lakeskiarvoisia, miki ei rajoita seuraavien tulosten yleisyyttd. Koska A on ro-
taatiomatriisi, pitee kiifinteisesti x =ATy + ¢, missi € on muunnoksessa hivite-
tystd varianssista johtuva satunnaisvirhe. Talloin keskiarvoestimaatti voidaan
kirjoittaa muodossa

mg = AT (2 Tyi) + (3 Te),

Varimg| =
Var[AT (£ Y yi)]+ Var((£ X &)] + 2Cov[AT (£ X yi), (£ X €)]-

Mikali nyt y:n keskiarvo tiedetdén olevan tarkasti tiedossa ja se ei korre-
loi merkittédvésti € : n keskiarvon kanssa, on x:n keskiarvon varianssi peraisin
ainoastaan pieni varianssisesta muuttujasta e. Pddkomponentti-analyysissé ta-
mé pitdd paikkaansa, silli paddkomponenttien viliset muuttujat eivét korreloi
keskeniin Cov[AT (4 Y vi), (% Y €i)] = 0. Tuloksen perusteella voidaan siis
kiyttda konvergenssinestimointia huomattavasti matalaulotteisimpiin muuttu-
jiin mikéli ne sisaltdvit suurimman osan alkuperdisten muuttujien varianssista.
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Paidkomponenttianalyysin laskeminen korkeaulotteisesta aineistosta, kuten
valuma-aluekartoista, on kuitenkin aiemmin kuvatulla ominaisarvokehitelmain
perustuvalla menetelmilld hidasta, koska se vaatii kovarianssimatriisin ¥y las-
kemista. Ominaisarvosuotimella voidaan arvioida suurin datassa oleva ominai-
sarvo ja siihen liittyva vektori kiyttdmé&ttd muistia enempad kuin O(D). Pois-
tamalla ratkaistun ominaisarvon mukainen suuntaa koko kiytettavistd olevasta
datasta {x;}, voidaan menetelmésté tehdé iteratiivinen niin, etti saadaan rat-
kaistua approksimatiivisesti K suurinta ominaisarvoa ja vektoria. Kayttimalla
nyt lisdksi kovarianssimatriisin diagonaalielementtiin liittyvia tulosta

tr(Sx) = tr(XAXT) = tr(AXTX) = 3", ..

Voidaan positiivisten ominaisarvojen eli varianssien summa laskea arvioimal-
la vain kovarianssimatriisin diagonaalisten elementtien summaa eli }°, Var|z;].
Néin voidaan iteratiivisessa ominaisarvosuotimessa ratkaista varmasti p:n pro-
sentin varianssialiavaruus.

Ominaisarvosuotimen 1. eigenfilterin tarkempi teoria on esitelty lihteessi
[Hay 98]. Toteutuksessa suurimman ominaisarvon arvioimiseksi kiytettiin val-
mista ominaisarvosuodinta, jota muokattiin arvioimaan p% varianssiavaruus
ratkaisemalla datasta korkeavarianssisia vektorisuuntia kunnes p:n prosentin ta-
voite on saavutettu. My6hemmin esiteltdvien tulosten mukaan menetelmi toi-
mi hyvin valuma-alueilla, joista on helppo poimia korkeavarianssiset muuttu-
jat muutamaan y:n muuttujaan. Ndin voidaan seuraavaksi johdettava konver-
genssinmonitorointi menetelmé saada toimimaan myos valuma-alue laskennas-
sa. Menetelmé ei kuitenkaan toimi hyvin mikili havainnot {x;} siséltdvit aidos-
ti korkeaulotteista, riippumatonta satunnaisuutta eli varianssia, jota ei voida
lineaarisesti kuvata matalaulotteisempaan aliavaruuteen. Kéytetyn ominaisar-
vosuotimen ldhdekoodi on annettu tyon liitteissa.

3.4 Moniulotteinen konvergenssin arviointi

Kappaleessa 3.2 néhtiin konvergenssiarvioinnin vaativan korkeusmallien pistei-
den korrelaatioiden eli kovarianssimatriisin X« tai ainakin sen suurimman omi-
naisarvon Amq. arvioimista. Kappaleessa ei kuitenkaan johdettu tilastollisesti
kunnollista menetelméa tuloksen oikeellisuuden arvioimiseksi, lisiksi edellisessa
kappaleessa jatettiin huomioimatta eri iteraatiokertojen vilisten keskiarvoesti-
maattien vélinen korrelaatio, jolla voidaan nayttdd olevan huomattava vaikutus
laskettujen luottamusvilien suuruuteen [Rob 04].

Luvussa 2 johdettiin menetelma yksiulotteisen keskiarvon luottamusvilin ar-
vioimiseksi. Kappaleen 2 menetelmé voidaan laajentaa vektoriarvoisille muut-
tujille {x;}. Talloin keskiarvoprosessin analyyttisen kiisittelyn kannalta koko-
naisjakaumana on helpointa kiytt44 matriisijakaumaa. Lisiksi hyvin korkeau-
lotteisten muuttujien késittelemiseksi joudutaan luottamusvilin laskentaan yk-
sinkertaistamaan kiyttdmalld approksimointeja, joilla luottamusvilii voidaan
arvioida ulottuvuuksien méairin kasvaessa suureksi.

Luottamusvélin analyyttisen késittelyn vaatimaksi matriisijakaumaksi so-
veltuu hyvin matriisinormaalijakauma [Gup 99]. Matriisinormaalijakauma on
vektoriarvoisen normaalijakauman epitiydellinen yleistys matriiseille. Matriisi
X(n x p) on matriisinormaalijakautunut keskiarvolla IT , jos sen jakauma on
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. %u[z—l(x_n)w—l(x—n)"‘]

S ¢ e TR e

miké voidaan palauttaa vektoriarvoikseksi jakaumaksi

vee(XT)~N (vec(IIT), £ @ P).

Kaavassa merkints vec(-) tarkoittaa matriisin vektorointia niin, ettd mat-
riisin arvot asetetaan vektoriin sarakkeittain. Kroneckerin tulon ® mééaritelmé
m x n ja p x q kokoisille matriiseille A ja B on alla olevan mukainen mp X ng
kokoinen matriisi.

a11B a12B we alnB
A ® B-— ale azzB we aan
amlB asz o amnB

Normaalimatriisin mukaisilla matriiseilla jokaisen osamatriisin ja elementin
jakauma on myds normaalijakautunut ja monet vektorinormaalijakaumaa koske-
vat tulokset voidaan luonnollisella tavalla laajentaa matriisinormaalijakaumaa
koskevaksi. Matriisin elementtien z;; ja xj; vélinen kovarianssi on

CO’U[IEij, .’Ek[] = E(i, k)\I’(], l)

Tésta tuloksesta nihddin X - termin kertoimien kuvaavan rivien vélistd kor-
relaatiota ja ¥ - termin kertoimien kuvaavan sarakkeiden vilistd korrelaatiota.
Tam3 jakauman parametrisointi sopii taydellisesti vektoriarvoisen keskiarvones-
timointiprosessin konvergenssin arviointiin.

Merkit4in vektoriarvoista havaintosarjaa X1, X2, .., Xk, jolloin keskiarvon fix
estimaattori on

mg = %in,izl...K.

Kuten yksiulotteisessa tapauksessa voidaan keskiarvojen kovarianssimatriisi
laskea

Smam(K,L) = E[(mg — px)(mg — “’x)T] = mﬂlK_,szx'

Tilloin voidaan keskiarvoprosessimatriisilla Mg = [m;ms...mg| nédhda ole-
van matriisinormaalijakauma N (IT, ¥, ¥), jossa keskiarvona on

O=[f g » @]

ja kovarianssimatriisit ovat ¥ (k,1) = RMI(TT jo. B = By

Konvergenssi tarkasteluissa on tarpeen ki4ntaa kumpikin jakauman matriisi.
Matriiseista ¥ voidaan kisntdi samoin kuin yksiulotteisessa konvergenssin tar-
kastelussa. Korrelaatiomatriisin ¥ kdintdminen on korkeaulotteisissa tapauksis-
sa sen sijaan laskennallisesti liian hidasta. Oikeaoppisesti toimittaessa Wishart-
jakautunut matriisi jouduttaisiin arvioimaan mittauksista, eikd sen symmetri-
syyttd lukuunottamatta tarvitse noudattaa mitdén laskentaa helpottavia séén-
nonmukaisuuksia.
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Konvergenssiarvion laskeminen

Kun kumpikin jakauman matriisi on tiedossa pystytdin konvergenssia arvioi-
taessa hyodyntdmé&édn vektorijakaumista matriisijakaumille yleistettivissi ole-
vaa tulosta [Gup 99]:

tr [} (Mg — II)¥ (Mg — m7T)~x2,, np= DK

ja ~ npFyy, jos 3 matriisi ei ole tiedossa ja X ~ W, (S).

Kaavassa xfw on kshiin nelion jakauma, npF,,, , on np skaalattujen muuttu-
jien Fisherin F-jakuama ja W, (S) on Wishart-jakauma [Gup 99], joka on odo-
tusarvon E[xx”] jakauma kun kovariassinmatriisia on arvioitu v = K:lla néyt-
teella.

Kuten vektoriarvoisessa tapauksessa my6s ylld kuvatussa jakaumatulokses-
sa on oletettu matriisin ¥ estimaatin olevan riippumaton M:sti, miki voidaan
taata kiyttdmalld erillisid ndytteitd matriisin ja keskiarvon arviointiin. Esti-
mointiprosessin luottamusvilié voidaan siten arvioida samoin kuin yksiulottei-
silla muuttujilla. Kun dx on jakauman kertyméfunktiosta F(x) ratkaistu p%
raja-arvo dxg = F~!(p) nelidlliselle virhetermille voidaan laskea ratkaisu:

tr [E—I(MK — H)\I’_I(MK — H)T] <dg

tr [STUICIT - 28~ 1M 7] + tr [E- Mg @MY < dg.

0
Téssd voidaan kiyttis tulosta 11 = b , jolloin
K(K +1)
o oT
o-ip? — g1 MT — o”
W] | K@

ja laskua voidaan jatkaa

tr [K(K + )2~ uu” — 2K (K + 1) 'mgpu] < dg — tr [S- "M@~ 1M%]

(h—mg)TE"(p - mg) <
mi S mk + gy {dx — tr [ET'Mg @M% ]} = R?

lu — mg (% < R?, missi

R = \/ 7@ + mES-"'mi — grbytr [(5-1Mk)(2-1ME)].



44 LUKU 3. TULOSTEN TARKKUUDEN ARVIOINTI

Luottamusvili voidaan siten ilmaista yksinkertaisessa muodossa Mahalanobis-
etiisyyden avulla. Mikéli myos korrelaatiomatriisin 3 suurin ominaisarvo Amaz
on tiedossa, voidaan laskea yldraja luottamusvélin suuruudelle,

“P‘ —mg2 < VAmazR.

Kaava antaa maksimaalisen etdisyyden origosta D-ulotteisen ellipsin ||p —
mg||% = R? pinnalle. Euklidisena etdisyysmittana se antaa siten yldrajan yh-
teenlasketulle virheelle,

Il —milla = > (1w — mi,)2.
1
Tuloksesta voidaan myos laskea keskiarvo neli6lliselle virheelle epavarmalla
valuma-alueen reunan alueella. Aiemman tuloksen mukaan valuma-alueen pii-
rin voidaan arvioida olevan samaa suuruusluokkaa korkeusmallin pinta-alan ne-
libjuuren kanssa. Mikili tdmé oletus pitdéd likimain paikkaansa voidaan laskea
laskennallinen keskivirhearvio

IR W T _ 1 (2
me_m”ﬂ mg||2 mz:z(ﬂz mi.,i)°.

Vaihtoehtoinen tapa mitata virhettd on laskea maksimaalinen virhe yhdes-
si ulottuvuudessa. Vaitsemalla p; = mg i, kun 7 # j, saadaan kokonaisvirhe
R kohdistettua vain yhteen muuttujaan ja konvergenssiarvion kaava supistuu
muotoon

luj —mk ;| < R/X(3,7)-

Tama valinta antaa siten suurimman vaihteluvéilin yksittdiselle muuttujalle.
Kun kovarianssimatriisista etsité#in sen suurin diagonaalinen arvo o2, , saadaan
laskettua suurin jiljelld olevan virheen yldraja kaikille muuttujille.

Yhdistelemélla luvussa esitettyja tuloksia saadaan konvergenssia arvioitua
laskemalla korkeauloteisista valuma-alueista aluksi matalaulotteisempi 90% ko-
ko muuttujissa olevista variansseista sisdltéva aliavaruus. Ndin muuttujien maa-
ri saaadaan valuma-aluelaskennassa tiputettua 10® ulottuvuudesta alle sataan.
Tama ei ole yllatys, koska korkeavarianssisiin aliavaruuksiin tarvitsee poimia pis-
teitd vain valuma-alueen epdvarmoilta reunoilta. Laskentavaihe on hidas, mut-
ta kiyttdmélld ominaisarvosuodinta padkomponenttianalyysin laskemiseen on
tarvittava muistin médra D-ulotteisilla muuttujille vain O(D). Témén jélkeen
voidaan konvergenssia arvioida nelidllisen virhekaavan ||u — mg|% < A2, R?
avulla. Suurimman ominaisarvon arvio saadaan ominaisarvosuotimen laskemas-
ta arviosta. Matalaulotteisissa aliavaruudessa konvergenssin arviointi on nopeaa
ja néytteistd laskettavat matriisit Mg, X ovat pienii.



Luku 4

Algoritmien hajauttaminen

Edellisesséd kappaleessa esitettyjen arvioiden perusteella keskiarvotodennikoi-
syyksien, joilla pisteet kuuluvat valuma-alueeseen, laskeminen voi vaatia suuria
méérid valuma-aluendytteitd. Tamén lisdksi suuret korkeusmallit vaativat pal-
jon muistia. Jotta simulointi saataisiin laskettua tarkasti myds suurilla korkeus-
malleilla, voidaan simulointia nopeuttaa rinnakkais- ja hajautetun laskennan
keinoin. Ty0ssé keskityttiin algoritmien hajauttamiseen useamman koneen kes-
ken, jolloin laskentakoneina l. solmuina voidaan kidyttdd myos normaaleja PC
koneita ja suurimman kisiteltdvissi olevan korkeusmallin koko voi olla yhden
koneen muistimddraa suurempi.

Luvussa johdetaan aiemmin luvussa kaksi esitettyjen valuma-alueiden las-
kentaan ja Monte Carlo simulaatioon liittyvien algoritmien hajautetut toteu-
tukset. Laskennan kannalta térkeimmén ja hitaimman 1. kuoppientéyttévaiheen
osalta esitetdin oma todistus Wangin nopealle kuoppientéyttdalgoritmille, josta
on helppo todistaa kehitetyn hajautetun algoritmin toimivuus.

4.1 Yleista

Hajautuksen ldht6kohdaksi otettiin korkeusmallin jakaminen solmukoneiden muis-
timé&&rdn mukaisiin paloihin. Jos solmukoneessa on muistia laskentaa varten kiy-
tettévissd n. 512 MB ja rinnakkaistetut laskentavaiheet vaativat suurimmillaan
20 korkeusmallin pitdmistd yhtd aikaa muistissa, niin suurin kisiteltivissi oleva
korkeusmallin koko ilman muistin loppumista on 2500 x 2500 pistetti.

Aiemman, laskentavaiheita ja algoritmeji kuvaavan kappaleen mukaisesti
valuma-alueiden laskenta voidaan jakaa itsenéisiin osiin:

e virhepinnan luonti,
e kuoppien tdytto,
e varsinaisen valuma-alueen laskeminen korkeusmallista, seki

e keskiarvon laskenta ja tuloksien konvergenssin arviointi.

Toteutuksessa pyritddn hajauttamaan nidmé algoritmit ja kehittdmisn heuris-
tiikka korkeusmallin jakamiseksi solmukoneiden kesken.

45



46 LUKU 4. ALGORITMIEN HAJAUTTAMINEN

4.2 Virhepinnan luonti

Virhepinnan laskennan hajauttamisen perustaksi otettiin aiemmin esitetty pro-
sessikonvoluutio. Konvoluution hajauttaminen onnistuu helpohkosti, jos jom-
pikumpi konvoloitavasta alueesta on huomattavasti lyhyempi toiseen néhden.
Paikallisesti korreloituneessa virhepinnassa tdma ehto toteutuu. Aiemmin esi-
tetyn mukaisesti konvoluutio voidaan toteuttaa nopealla Fourier-muunnoksella,
joka vaatii N x M kokoisella pinnalla O(M Nlog(M N)) operaatiota.

Hajautettussa konvoluutiossa virhepinnan luonti tapahtui seuraavasti. Aluk-
si kukin laskentasolmu generoi oman korreloimattoman virhepintansa. Téméan
jélkeen kukin solmu vastaanottaa suotimen koon mukaan lasketun alueen naa-
purisolmujensa korreloimattomista virhepinnoista ja ldhettdd vastaavasti omat
reuna-alueensa naapurisolmuille. Konvolointi voidaan tdmén jilkeen tehdé nor-
maalisti lisiimélla naapurisolmuista saadut virhepinnan palat alueen reunoille.

Konvoloimalla esimerkiksi 2048x2048 kokoista aluetta 129x129 (2x64 + 1)
kokoisella suotimella, tarvitaan alueen reunoilla 64 pisteen levyinen alue naa-
purisolmujen virhepintaa. Téll6in alueen kooksi tulee 2112x2112 (2048 + 64) ja
kaikkien kahdeksan naapurin ympiréimé laskentasolmu vastaanottaa korreloi-
matonta virhepintaa yhteensd 4*(64*64) + 4*2048*64 = 540672 pistettd. Ylei-
semmin X x Y kokoisella suotimella ja W x H kokoisella alueella tietoa siirre-
téadn yhdelle, koko laskenta-alueen keskelld olevalle laskentasolmulla ja -alueelle
4XY + 2X H + 2YW pistetti. Kun koko korkeusmallin alue on jaettu yhtésuu-
riin % X % kokoisiin alueisiin, voidaan vastaavasti laskea arvio minimaaliselle
tiedonsiirron méaéarélle

O(maz(H,W)K).

Niin tehdyn jaon mukaan korkeusmallin alue on jaettu K 2.een osa-alueeseen.
Tuloksen perusteella tiedonsiirron tarve kasvaa korkeusmallin pidemmén sivun
ja tarvittavien laskentasolmujen mééirin mukaan. Tuloksen todistus, samoin
kuin kaava, jolla voidaan arvioida optimaalista K:n arvoa, loytyy liitteista.

Taulukko 4.1: Hajautettu virhepinnan luonti

Funktio virhepinta = LaskeVirhepinta(Alue A, Suodin suodin)
;; suodin(2-suodin.X + 1, 2:suodin.Y + 1)
;; suodin.koko() = (2:suodin.X + 1) (2:suodin.Y + 1)
Taulukko pinta(A.X+2*suodin.X, A.Y+2*suodin.Y)

;; korreloimaton virhepinta
TeeNormaalijakaantunutPinta(
pinta[suodin.X .. (suodin.X+A.X),
suodin.Y .. (suodin.Y+A.Y)])

Jokaisella naapurialueelle A;
Lihet#dAlue(pinta[(A; + suodin.koko()) N AJ, i)
VastaanotaAlue(pinta[(A + suodin.koko()) N A;l, i)
LopetaJokaisella
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;; konvolointi (suora FFT:n soveltaminen)
S = FFT(LaajennaNollilla(suodin, suodin.koko()+pinta.koko()))
P = FFT(LaajennaNollilla(pinta, pinta.koko()+suodin.koko()))
Jokaiselle naapuripisteelle p

SP[p] = S[plP[p]
LopetaJokaiselle

pinta = FFT~!1(SP)

;; leikataan oikean kokoinen alue lasketusta alueesta
virhepinta = pinta[suodin.X .. (suodin.X+A.X),
suodin.Y .. (suodin.Y+A.Y)]
LopetaFunktio

4.3 Kuoppien tayttidminen

Aikasemman luvussa kaksi annettujen tulosten mukaan on normaalissa, hajaut-
tamattomassa laskennassa nopeinta kiayttdd Wangin/Liun kuoppientédyttoalgo-
ritmié, jolla kuoppien taytto saadaan yksinkertaisella tavalla pysyméin lasken-
nallisesti tehokkaana. Menetelméa voidaan my6s hajauttaa helposti toisin kuin
monimutkaisempi Jensonin/Dominguen algoritmi. Wangin/Liun algoritmin las-
kennallinen kompleksisuus N x M kokoiselle korkeusmallille on

O(NM % log(NM)) ~ O(N2log(N)).

Luvussa 2.1.2. esitetyn algoritmin perusideana on ldhted eteneméén korkeus-
mallin reunoilta sisdédnpéin kohti keskustaa ja nostaa korkeusmatriisin pisteal-
kioita, jotka eivit voi valua korkeusmallin reunalle eli ovat kuopassa. Mene-
telméd voidaan nédyttda toimivan oikein mikéli reunapistejoukkoon lisdtdan aina
reunan matalin piste. Algoritmin totetuksessa ldhdetdan liikkeelle korkeusmallin
reunasta 0A = 0Ap ja nopeuden kannalta tarked joukko 0A toteutetaan prio-
riteettijonona, jolloin sekd lisdys- ettd poisto-operaatiot ovat mahdollisimman
nopeita.

Seuraavaksi todistetaan Wangin/Liun algoritmin oikeellisuus alkuperaisesta
ldhteestd poikkeavalla tavalla. Tamén jialkeen kdydaan lapi mahdollisia hajaut-
tamistapoja ja todistetaan valitun menetelmén toimivuus hajauttamattoman
algoritmin todistusta laajentamalla.

4.3.1 Wangin ja Liun algoritmin todistus

Olkoon A ja B kasiteltyjen reunapisteiden ja kisittelemattomien sisépisteiden
joukot. K = AU B on joukko korkeusmallin kaikille pisteille ja Ay on joukko
korkeusmallin K reunapisteille, h(x) ja H(x) ovat alueen alkuperiinen ja ko-
rotettu korkeus pisteessi x, laskennan aluksi H(x) = h(x). Funktio d(-,-) on
etdisyysmitta pisteiden vililla. Etdisyys d(x,y) on lyhin reitti hilan pisteiden
valilld, kun etdisyys kaikkiin pisteen naapuripisteisiin, eli myos nurkkapisteisiin
(z+1,y+1), on yksi. Lisdksi joukon A rajapisteet 0A mééiritellddn seuraavasti
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0A={x€ A|3In € Bd(x,n) =1}.

Laskennan aikana kaikille joukon A pisteille 16ytyy aina laskeva polku P
korkeusmallin reunalle eli laskennan aikana pétee invariantti

Vx € A3Px = {x;} s.e.

Xg € 0Ap AxN = x Ad(Xi-1,%;) = 1 AN H(x;-1) < H(x;),

missd Px on polku korkeusmallin reunalta pisteeseen x ja polun korkeus
h(Px) = maz{H(z;} on korkein reitilld oleva piste. Tdma invariantti on voi-
massa laskennan aluksi, kun A = 9A,.

Laskeville, pisteeseen x padatyville poluille Px koko polun korkein piste on
polun loppupiste eli h(Px) = H(x). Lisdamaélla nyt joukkoon A koko rajapiste-
joukon A matalimman pisteen z ympéristé N(z) ja nostamalla ndmé pisteet
tarvittaessa 0 A:ssa ja A:ssa olevan isépisteen z tasolla, on my6s néilld naapuri-
pisteilld N(z) = {y | d(y,z) = 1} laskeva polku alueen reunalle

y € N(z), Py, = P, U{y},
H(y) = maz(h(y), h(Pz)) = maz(h(y), H(z)).

Kun isédpisteend on koko reunan matalin piste, on myos tehty korotus mini-
maalinen. Jos néet 16ytyisi toinen yhta korkea polku h(P, ) joukosta B reunalle
0Ap tulee my6s tamén polun kulkea reunan 0A kautta, jolloin polun korkeus
on aina h(Py) > min(0A) ja pisteen w lisééminen alueeseen A saa aina aikaan
vahintdan yhtd suuren korotuksen pisteisséd Py, N B.

Selvisti nédin tehdyt perédkkiiset korkeusmallin korotukset ja alueen A laa-
jennukset laajentavat A:n koko alueen K kokoiseksi, jolloin B = K \ A = 0.
Lisdksi kaikki reitit reunoilta Ao alueen sisdpisteisiin ovat tehtyjen korotusten
minimaalisuuden takia mahdollisimman matalia. Jos ndet minimaalisesti lisétty
piste x olisi lisdtty my6hemmin laskennan aikana korkeusmalliin, olisi reunan
matalin piste min(9A) ja siten my6s h(Px) mahdollisesti korkeampi ja koska
toisaalta pisteen korotus on minimaalinen, ei se aiheuta minkiin myShemmin
nostettavan pisteen y polun korkeuden h(Py) suurenemista suuremmaksi, kuin
mité olisi saavutettavissa jollakin muulla korkeusmallin pisteiden korotusjérjes-
tyksella.

4.3.2 Hajauttaminen

Wangin algoritmi on yksinkertainen ymmaértéé, mutta sen hajauttaminen on on-
gelmallista. Koska laskettava korkeusmalli on jaettu eri laskentasolmujen vélil-
le, on jarkevinté pyrkia keskittdmaén tiettyyn alueeseen liittyvé laskenta yhteen
solmuun. Tamé on kuitenkin hankalaa, koska nopeuden kannalta tirkea joukon
OA prioriteettijonotietorakenteen tulee sisiltdé tiedot koko laskenta-alueen reu-
napisteistd. Prioriteettijono jouduttaisiin pahimmillaan toteuttamaan hajaute-
tusti. Yhteisen prioriteettijonon kiyttdminen pakottaisi laskentasolmut ldhet-
tdméadn keskenddn O(log(#CPU)) viestid [Man 05] jokaisen jonon lisdys- ja
poisto-operaation yhteydessé. Prioriteettijonon synkronointi jouduttaisiin lisék-
si tekeméédn jokaisen pisteen lisdyksen ja poiston yhteydessd, joten algoritmin
suorittaminen vaatisi
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O(log(#CPU)MN) ~ O(log(#CPU)N?)

viestin ldhettdmisté laskentasolmujen vélilla.

Vaihtoehtoinen tapa on pyrkid hajauttamaan Dominguen algoritmis, jos-
sa kuoppien tdytossa kiytettavid tietorakenteita muokataan etupadssi paikalli-
sesti. Valuma-alueita yhdistettidessd on laskentasolmujen talléin tarpeen lukita
kiyttoonséd vain vilittomasti valuma-alueeseen kosketuksissa olevat paikalliset
valuma-alueet. Koska valuma-alueet sijaitsevat etupafssi ko. laskentasolmun
alueella, tietorakenteiden lukitseminen piivitystd varten voidaan tehdi suurim-
malta osin paikallisesti itse laskentasolmussa. Talt4 osin Dominguen algoritmi
vaikuttaa sopivan hajautettavaksi Wangin algoritmia paremmin. Dominguen al-
goritmin muut vaiheet, erityisesti valumien kertymien laskenta, vaativat kuiten-
kin koko korkeusmallin l4pikiynnin ja huomattavan méiiran viestintii laskenta-
solmujen vililld. Taman takia tyossd paddyttiin kiyttdmain Wangin algoritmin
muokattua versiota. Kehitetty hajautettu algoritmi laskee jotkin korkeusmallin
pisteet moneen kertaan, mutta mahdollistaa paikallisten, vain laskentasolmujen
osa-alueet kattavien prioriteettijonojen kiyton.

Hajautettu kuoppientéiyttdalgoritmi

Kuoppientayttolaskennan hajautus toteutetaan siten, ettd jokaisella laskenta-
solmulla 7 = 1..N on oma paikallinen alueensa A;, K = |J A;, seki oma reu-
napistejoukkonsa 0A4;, 0A = |JOA; ja 0A;p9 = A; N OAy. Algoritmi etenee
hajautetusti joukon 0A; pisteistd eteenpiin spekulatiivisesti niin, ettd myshem-
min toisesta laskentasolmusta tuleva matalampi valumareitti ja siihen liittyviit
mahdolliset pisteiden korkeuden muutokset, voivat aiheuttaa jo kerran kisitel-
tyjen pisteiden liian suurten korotusten H(-) mataloitumista. Hajautetussa las-
kennassa seurataan my6s ei-miniminostopolkuja, joiden vaikutukset kuitenkin
laskennan aikana korjautuvat.

Seuraavaksi esiteltavéissa valuma-alue algoritmin todistuksessa ajatellaan jou-
koissa {OA;} olevien pisteiden olevan jonkun pisteen x, mahdollisesti muun kuin
miniminostovalumapolun tdméan hetkinen loppupiste, josta voidaan edeti eteen-
péin. Téarked osa-joukko néistd korkeusmallin reunalta 0Aq lihtevistd valuma-
poluista ovat minimaalisen korkeusmallin noston h(Px) tekevit valumapolut Px.
Koska miniminostovalumapolut nostavat korkeusmallia mahdollisimman vihén,
on algoritmi pa&tynyt oikeaan lopputulokseen kun jokaisen pisteen yksi mini-
mivalumapolku Py on kiyty kokonaan lépi.

Aluksi vain korkeusmallin reunoilla A; N Ay # 0 sijaitsevilla laskentasol-
muilla on rajapisteitd, joista laskenta ldhtee liikkeelle. Tdmén jélkeen jokainen
laskentasolmu kdy lépi rajapistejoukkoaan kuten hajauttamattomassa algorit-
missd. Tdma tapahtuu kuitenkin silld poikkeuksella, ettd mahdolliset pisteiden
korkeuden muutokset ja pisteiden lisdykset rajapistejoukkoon 0A; lihetetiin
alueen A; reunassa operoitaessa niitd vastaaviin naapurisolmuihin. Vastaavasti
muista laskentasolmuista vastaanotetut pisteet kisitelliin normaalisti ja lisi-
tédén rajajoukkoon 0A;, vaikka ko. piste olisikin jo kisitelty. Tdméa kuitenkin
silld poikkeuksella, ettd jo kerran kisiteltyjé pisteitsi, joita ei niihin etenemisen
seurauksena laskettu, ei kisitelld uudestaan, eli ei lisitéd rajajoukkoon 0A;.

Todistetaan edelld kuvatun algoritmin toiminta. Kullakin laskentasolmulla
i on oma rajajoukkonsa 0A;, joka hajautetussa algoritmissé sisaltdid késitelys-
sd olevien mahdollisten matalimpien reittien P, timén hetkisen kirkipisteen.
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Joukko 9A; sisdltii pisteitd, joihin korkeusmallin reunalta 16ytyy ainakin ko.
pisteen korkeuden mukainen reitti. Pistejoukoissa JA; pétee siten laskennan
ajan invariantti

Ii: Vx € 84, : H(x) > h(Py),

missé h(Px) on lopullisen, oikean valumapolun matalin piste. Uudelleenlas-
kentaa vaativia korkeuden muutoksia 1. korkeuden H(x) laskua tapahtuu kun
toinen, matalampi valumareitti piétyy pisteeseen x. Modifioidussa hajautetus-
sa algoritmissi edetééin paikallisesti joukon dA; matalimman pisteen z € 9A;
naapuripisteisiin y € N(z). Pisteisiin, joissa on jo vierailtu ainakin kerran, ja
joihin eteneminen ei aiheuttaisi korkeuden laskemista, ei kuitenkaan edetd. Pis-
teet y € N(z) lisitdén pisteiden reunajoukkoihin {0A;}, jonka seurauksena
edettivien pisteiden tdmin hetkiset valumapolut kulkevat pisteen z kautta eli

P, y = P, U {y}
ja pisteiden hetkellinen korkeus lasketaan seuraavasti:

H(y) = max(h(y), H(z)) > h(Py),

miké voi olla mahdollisesti korkeampi kuin pisteen lopullisen valumapolun
maksimikorkeus. Koska joukossa 9A; oleville pisteille on voimassa invariantti
I, on se myds voimassa uusille pisteille y € N(z).

Algoritmin oikeellisuus konvergenssissa, eli kun V9 A;: |0A;| = 0, voidaan nyt
niyttid todeksi. Aluksi solmuilla on omat reuna-aluepisteensé 94,0 = A; NoAp.
Reunapistejoukosta dAy alkavista poluista 16ytyy kaikille pisteille {x} yksi tai
useampi pisteen miniminostopolku korkeusmallin reunalle. Mahdolliset minimi-
nostopolut kuuluvat joukkoon

RS Pior }Pyy s.e. h(Pxy) < h(Pxw), V,W € 0Ag},

missi Pyxw on polku (joukko) pisteitéd pisteestd x pisteeseen w.

Todistetaan nyt, etté ei voi pated VOA;: |0A;| = 0, mikili jonkin pisteen mi-
nimireittid ei ole kiyty ldpi. Merkitidn merkinnélld Px(n), n > 1 korkeusmal-
lin reunalta alkavan polun n:ii ensimmaistd alkioita. Koska selvésti VPxVn :
Py(n) N dAp # 0, on seuraava invariantti voimassa kaikilla polun pituuksilla n

Iy: Vx3Px C Px30A; : Px(n) N0A; # 0V H(x) = h(Px).

Tamé invariantti on selvisti voimassa laskennan alussa ja jokaisen korkeus-
mallin piivityksen jilkeenkin. Kun edetdén seuraavaan pisteeseen X, 41 polulla
Py (n), pétee ainakin jollekin naapuripisteelle y H(y) > H(x), koska kyseessa
on miniminostopolku. Talléin lisétéén joko yksi polun piste johonkin joukkoon
HA;, tormétiin toiseen minimipolkuun Py tai ollaan polun lopussa, jolloin inva-
riantin I; mukaisesti H(x) = h(Px). Toiseen minimipolkuun térmé&minen kui-
tenkin tarkoittaa, ettd invariantti on ko. korkeusmallin pisteen osalta voimassa
jo toisen pidemmiille edenneen minimipolun ansioista. Néin ollen invariantti I2
on aina voimassa, jolloin konvergenssista seuraa
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VOA;: |04 = 0 A L=Vx : H(x) = h(Py).

Konvergenssi voidaan toisaalta nihdéi seuraavasti. Airellisen kokoisella kor-
keusmallilla jokaisella polulla, joka ei kdy toistamiseen samassa pisteessd, on
rajallinen pituus. Nédytetddn nyt, ettd kaikki ei-nousevat valumapolut eivit vie-
raile kahdesti samassa pisteesséi. Algoritmi ei etene jo vierailemaansa pisteeseen,
koska Py:n jokaisen osapolun Px(1..n) = P, piitepisteelle z pétee jossakin las-
kennan vaiheessa

Vw € Px(l..n),w # z:H(z) > H(w).

Toiset pisteessd w vierailevat polut voivat vain laskea polun pisteitd, jo-
ten algoritmi ei etene koskaan jo vierailuksi merkattuun pisteeseen. Taméi pi-
tee kuitenkin vain jos polun pisteen avaamishetkistd piédtekorkeutta H(x) ei ole
myShemmin laskettu jonkun toisen polun seurauksena. Tamé voidaan taata tal-
lentamalla polun H(x) korkeus polun laajennushetkelld mukaan reunajoukkoon
0A; = {(x, H(x))}ja kiyttdmalld tallennetua arvoa polulla edetessi. Niin jo-
kaisen polun pituus on rajallinen ja algoritmi konvergoituu tilanteeseen VO9A;:
|0A;| = 0.
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Taulukko 4.2: Hajautettu kuoppientiyttoalgoritmi

Funktio Korkeusmalli = Tayt#&Kuopat (Korkeusmalli A;)
Taulukko Vierailtu, PrioriteettiJono UudetPisteet

Jokaiselle korkeusmallin alueella A; olevalle reunapisteelle b
Korotus[b] = Korkeus[b]
UudetPisteet.lisdid(Korotus[b], b)
Vierailtu[b] = Ep&tosi

LopetaJokaiselle

Toista jos |UudetPisteet| > 0
(p, korkeus) = UudetPisteet.poistaMatalin()
KisitellytPisteet.1isd4 (p)
;; tarkistetaan onko pisteeseen jo matalampi reitti
Jos Vierailtu[p] A Korotus[p] < korkeus
Seuraava ;; pistettd ei tarvitse kasitelld

Jokaiselle p:n naapuripisteelle n
Jos piste n ¢ A,
Lihetd (n, Korkeus[n]) naapurialueeseen
Muutoin
k = Maksimi(Korkeus[n], korkeus)

Jos Vierailtu[n] = Ep&tosi
Vierailtu[n] = Tosi
Korotus[n] = k
UudetPisteet.1isdd((n,k))

Muutoin Jos Korotus[n] > k
Korotus[n] = k
UudetPisteet.1lisdda((n,k))

LopetalJos

LopetaJos
LopetaJokaiselle

Vastaanota pisteitd (p, korkeus) naapurisolmuista
k = Maksimi(Korkeus[p], korkeus)
Jos Vierailtu[p] A Korotus[p] < korkeus
Seuraava ;; pistettd ei tarvitse kdsitelld
Korotus[p] = k
UudetPisteet.1isdid((n,k))
LopetaVastaanota

LopetaToista
LopetaFunktio
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Algoritmin tehokkuus

Algoritmin laskennallinen tehokkuus riippuu suoraan yliméériisistd pisteissi
vierailukerroista ja hajautetussa laskennassa ennen muuta laskentasolmujen vi-
lilla l&hetettyjen pisteiden mééristd. Laskennallinen alaraja algoritmin nopeu-
delle on korkeusmallin osa-alueiden toisia osa-alueita koskettavien pisteiden
madré, joka korkeusmallin sisdalueille on osa-alueen sisépiirin pituinen. Alueen
sisépiiriin kuuluvat ne pisteet, jotka kuuluvat alueeseen ja ovat sen reunalla.
Sisépiirin pituus suorakulmallisille alueilla on siten:

l(A) = 2 * [height(A) + width(A) — 2].

Minimaalinen tiedonsiirtojen méaira jaolle K = | J A; on rajapinnan [ pituus
l = > 1(A;) — I(K). Tiedonsiirtojen méérélle voidaan my6s laskea yliraja, jo-
kainen korkeusmallin pisteen valumapolku kulkee korkeintaan kerran jokaisen
pisteen kautta. Né&in ollen tiedonsiirtojen 7" ylirajaksi tulee NMI.

Rajoista [ < T' < NMI nahdadén ettd alueiden A; valitsemisessa olisi hy-
vé minimoida alueiden véliset rajat. Koska ympyréd tunnetusti minimoi piirin
ja pinta-alan suhteen, olisi se hyvd valinta, mikili alue voitaisiin peittdd ym-
pyrdéilla ilman suurempia péillekkaisyyksid alueitten vililla. Tatd on kuitenkin
mahdotonta tehdé taydellisesti ja sen tekeminen mahdollisimman pienilld pail-
lekkdisyyksillékin olisi hankalaa. Tamén takia sopivampi jaottelu alueisiin ovat
suorakaiteet, joista nelié6 minimoi piirin ja katetun pinta-alan suhteen.

4.4 Valuma-alueiden laskenta

Kappaleessa kaksi esitellyn valuma-alueiden laskenta-algoritmin hajauttaminen
voidaan tehdé samalla tavoin kuin kuoppien tiyttdminen. Korkeusmalli jaetaan
laskentasolmujen kesken osiin K = |J A;, minki jilkeen kukin laskentasolmu
etenee normaalisti eteenpédin oman alueen pisteissdén. Mikili algoritmi paityy
oman alueensa reunaan, se siirtad ko. valumapisteen tiedot naapurialueelle, jon-
ka alueesen ko. piste kuuluu. Hajautuksen pseudokooditoteutus on nikyvissi
ohessa. Algoritmin skaalautuvuus ei varsinaisesti huonone hajautuksen takia.
Tiedonsiirron méaaradn laskentasolmujen vililld pétevit samat yleisluontoiset
tulokset kuin kuoppientiyttoalgoritmissa.

Taulukko 4.3: Hajautettu valuma-alueiden laskenta-algoritmi

Funktio ValumaAlue = LaskeValumaAlue(Korkeusmalli, A;, Pisteet)
Joukko B = Pisteet
ValumaAlue = Pisteet

Toista jos |B| > 0
Piste p = B.poistaPiste()

Jokaiselle naapuripisteelle n
Jos n¢ A;
Léhetd piste n laskentasolmulle j: n€ A;
Muutoin Jos Korkeusmalli[p] < Korkeusmalli[n] A
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n ¢ ValumaAlue
B.lis#&Piste(n)
ValumaAlue.lisidPiste(n)

LopetalJos
LopetaJokaiselle

Vastaanota pisteitd p
Jos p ¢ ValumaAlue
B.lisddPiste(p)
Lopetalos
LopetaVastaanota

LopetaToista

LopetaFunktio

4.5 Korkeusmallien paloittelu ja tiedonsiirto

Kuten aiemmin on tullut jo ilmi, hyvé korkeusmallin pilkkomisalgoritmi koko-
aa ensin laskentasolmuista pienempié miniklustereita, joilla on tarpeeksi muis-
tia toimia itsendisens kokonaisuutena eli riittdvésti muistia koko korkeusmallin
alueelle. Tamin jilkeen tulee korkeusmatriisi jaetaan jokaisessa miniklusteris-
sa laskentasolmujen muistimééran kokoisiin alueisiin niin, ettd alueiden vélinen
rajapinta minimoituu.

Koska ratkaisujen hyvyysjérjestys ei muutu vaikka rajapinnat laskettaisiin
kahdesti tai tulokseen liséittdisiin koko korkeusmallin piiri [(K), voidaan mini-
moida myds alueitten piirien summaa L = ) [(A;). Muiden laskentavaihden
yksinkertaistamiseksi on my&s lidhes valttdméaton rajoittaa laskenta-alueet suo-
rakaiteen kokoisiksi alueiksi.

Kyseessd on optimointiongelma, joka voidaan esittdéd abstraktimmin myds
matemaattisessa muodossa. Olkoon w = [ w; Wy .. WN ] vektori painoar-
voille, jotka kertovat kuinka suuren osuuden kokonaismuistin tarpeesta kukin
laskentasolmu kattaa 0 < w; < 1, Y- w; = 1. Olkoon lisdksi K joukko koko-
naislukuarvoisia koordinaattipareja, jotka kattavat N x M kokoisen yhtenéisen
alueen. Ongelmana on etsié suorakulmaisista alueista A = {4;}, koostuva alu-
een K peitto K = JA;, se. | A|= N, Vi #j:ANA; =0, w = I]%illja
ratkaisu minimoi alueiden kokonaispiirin L(A) = 3~ I(4;).

Vaikka ongelma vaikuttaa yksinkertaiselta, siihen ei tyGssé 16ydetty eiké kek-
sitty yksinkertaista optimaalista ratkaisua, tdmén takia paadyttiin heuristiseen
menetelméin korkeusmallin paloittelemiseksi. Menetelméssd korkeusmalli pyri-
td4n pitiméin mahdollisimman 14helld neliGta, joka minimoi suorakaiteen piirin
suhteessa sen alaan.

Aluksi liitetdsn kaikki painot 1. laskentasolmut koko korkeusmalliin By = K.
Timén jilkeen korkeusmalleissa, joissa on enemmén kuin yksi paino {w;}, jae-
taan painot kahteen, mahdollisimman yhtésuureen joukkoon, jossa pyritédén mi-
nimoimaan joukkojen vilinen painoero A =| Y- w; | — | >_w; |. Kun joukot on
luotu, jaetaan varsinainen alue sen pidemmaéltd sivulta niin, ettd osa-alueiden
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suuruus on suhteessa joukkojen painoihin. Tdmén jilkeen painot ja solmut siir-
retddn ndin luotuihin osa-alueisiin. Tétéd jatketaan kunnes jokaisessa alueessa
on vain yksi solmu ja paino.

Myés tésséd heuristisessa algoritmissd on ongelmansa. W:n painon jakami-
nen kahteen, mahdollisimman yhtd painavaan ryhmiin vaatisi kaikkien 2W
vaihtoehdon lapikdymisen, joka kuitenkin on suurilla solmuméirilld liian hi-
dasta. Siksi my6s tdmé osa-ongelma ratkaistiin heuristisesti. Aluksi painot jér-
jestetddn suuruutensa mukaiseen jarjestykseen, jonka jilkeen ongelma ratkais-
taan optimaalisesti N:n painon erissi (2N = pient, toteutuksessa kiytettiin
N = 16) suurimmista painoista pienimpiin siirtyen. Lopuksi todennikéisesti
ei-optimaalista ratkaisua pyritdén vield parantamaan etsimélld yhden muuttu-
jan siirtoja tai vaihtoja painojoukkojen valilld (1-0, 0-1, 1-1 vaihdot). Niiden
parantelujen maara rajoitettiin kokeilemalla sataan, jolla rajoitettiin laskenta-
ajan kasvaminen. Kokeellisesti havaittiin ndin saatujen ratkaisujen olevan hyvii,
mutta huomattaviakin parannuksia voitaisiin joissakin tapauksissa saada ana-
lysoimalla suurempien muuttuja joukkojen vaihtoja painojoukkojen vililld (2-1,
1-2, 2-2, .. N-N vaihdot).

4.6 Tulosten keruu ja konvergenssin arviointi

Kun valuma-alueet on saatu laskettua hajautetusti, tulee tulokset vield keriti
keskiarvon laskentaa varten. Myos tami vaihe voitaisiin hajauttaa laskemalla
keskiarvo eri alueille eri laskentasolmuissa ja yhdistdmaélld tulokset vasta las-
kennan lopuksi yhdeksi korkeusmatriisiksi K. Talld tavoin voitaisiin saistii
jokaisella iteraatiokerralla tulosten ldhettdminen yhdelle levypalvelimelle, joka
verkon rakenteesta riippuen ei vilttiméittd pysty vastaanottamaan tietoa kuin
yhdelté laskentasolmulta kerrallaan. Vaikka ratkaisu tarjoaisi selvii etuja, toteu-
tettiin tulosten keruu jokaisella iteraatiokerralla. Ratkaisuun paédyttiin, koska:

1. haluttiin varmistaa, etti yhden laskentakoneen kaatuminen ei pilaa jo las-
kettuja tuloksia,

2. voidaan nopeasti havaita laskentakoneissa olevat ongelmat, eiki vasta las-
kennan lopuksi keskiarvoja kerdttiessa,

3. estimaatin konvergenssin arviointi haluttiin yksinkertaisuus syistd pyr-
kié tekemadn keskitetysti koko korkeusmallin alueelle, vaikka se rajoittaa-
kin laskennan skaalautuvuutta. Vaihtoehtoisena tapana olisi voitu pyrki
arvioimaan tulosten tarkkuutta pienemmistd alueista lasketuista konver-
genssituloksista.

Toteutetussa ohjelmassa tulosten keruuvaiheessa kerittiin laskennan tulokset
kaikilta laskentasolmuilta keskuskoneelle, joka tallensi tulokset levylle. Sama
laskentasolmu arvioi my6s lasketun todennikéisyys keskiarvon konvergenssia.
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Luku 5

Ohjelmistoarkkitehtuuri

Aiemmissa kappaleissa esiteltyjen ja johdettujen menetelmien ja tulosten poh-
jalta kehitettiin C++ ohjelma valuma-alueiden laskemiseksi. Kappaleessa ku-
vataan korkean tason ohjelmistoarkkitehtuuriset ratkaisut ja ohjelman tekninen
toteutus.

5.1 Ohjelman rakenne

Aiemman kuvauksen mukainen hajautettu valuma-alueiden laskentaohjelma to-
teutettiin olio-orientoituneesti C++ ohjelmana Linux/Unix ympéristoén. Tél-
16in ohjelman aiemmin mainitut laskentaosat eli

e kerran alussa tapahtuva laskentasolmujen laskentakapasiteetin
mukainen laskennan konfigurointi,

e virhepinnan luonti,
e kuoppien taytto,
e varsinaisen valuma-alueen laskeminen korkeusmallista ja

e laskentatulosten kokoaminen

jaettiin olio-orientoituneesti itsendisiksi kokonaisuuksiksi.

Pelkkien abstraktoinnin ja olio-orientoituneen luokkajaon lisiksi erillisisté
laskentavaiheista muodostettiin liukuhihna- (pipeline) tyyppinen rakenne, mis-
sé eri vaiheiden laskenta tapahtuu erillisissé saikeissd. Namé rinnakkaistetut las-
kentavaiheet voivat liséksi toimia hajautetusti yhdessé toisten laskentasolmujen
saman laskentavaiheen tai -osan kanssa. Niin ohjelman toiminta pyrittiin saa-
maan mahdollisimman tehokkaaksi.

Tunnetusti séikeiden ja prosessien kiytolld voidaan helposti hyédyntaa las-
kentakapasiteettia paremmin myds silloin, kun jokin laskennan osavaihe jii
odottamaan vastausta joltain I/O-laitteelta, kuten verkolta. Lisdksi liukuhih-
noituksella saatiin my6s ohjelman rakenteesta, sekéi modulaarisempi, ettd mo-
niprosessorisia laskentasolmuja paremmin hy6dyntdvia. Modulaarisuuden takia
ohjelman toteuttaminen, testaaminen ja laajentaminen tulivat helpommaksi ja
laskentaa voitiin helposti muuttaa lisddmalld tai poistamalla laskentavaiheita.
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LaskentaSolmu A LaskentaSolmu B

,_1_1

% - virhepinnan luonti lch - virhepinnan luonti

i
:Dep ionFilli < :D jonFillingStage
- kuoppien poistaminen — - kuoppien poistaminen

>

H
- valuma alueiden laskenta - valuma alueiden lask
! ]
i

:CollectDoubl ysStagH L :CollectDoubleArraysStage
- tulosten keruu ja tallennus - tulosten keruu ja tallennus

A

A

HAJAUTETTU LASKENTA

Kuva 5.1: Ohjelman rinnakkaisuus ja hajautus
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Ohjelman hajatetun laskennan ja rinnakkaislaskennan suhdetta, seké liukuhih-
nan toimintaa on havainnollistettu kuvissa 5.1 ja 5.2. Komentoriviltd kiytetté-
van ohjelman komentoriviparametrit ovat taulukossa 5.1.

Taulukko 5.1: Ohjelman komentoriviparametrit

Commandline parameters:
mpidemanalysis <time> <inputhost> <dem_bin> <dpoints_noise> <outputhost> <results_file> [convcheck]

<time> computation time in minutes

<inputhost> DNS name for host where input data resides (use ’_’ for random node)

<dem_bin> DEM file in BIN format (also .HDR file must exist)

<dpoints_noise> noise and drainage points (ASCII, ’NOISE <TYPE> <VAR> <PHI>’ ’DP <X> <Y>’ lines).
<outputhost> DNS name for host to which results data is stored (use ’_’ for random node)
<results_file> file to store results (RAW doubles), use results2xxx for conversion

[convcheck] optional "-c[error]" can be used to give 95% confidence bound.

Computation is stopped when approximate 95% confidence bound
reaches the given error bound. If error bound is omited the
95% error bound is reported on every 8th iteration.

Kehitetyn ohjelman tarkempi toiminta on seuraavanlainen:

1. Jaetaan laskentakoneet kisittelemdin omia korkeusmallejaan. Mikili sol-
mukoneiden muisti ei riitd korkeusmallin pitimiseen muistissa jaetaan kor-
keusmalli useamman laskentasolmun kesken.

2. Luodaan normaalijakautunut N (vec(Xo), (0?2, ¢)) virhepinta, missi Xg
on korkeusmallin korkeusmatriisi ja (o2, ¢) on valitun semivariogrammin
parametrien mukainen spatiaalinen korrelaatio. Oletetaan, ettd korkeus-
mallin matriisissa X on valmiina rittdvin syville painettu jokiuomasto,
joka ei muutu normaalijakautuneen kohinan ja kuoppien taytén vaikutuk-
sesta.

3. Téaytetddn virhettd sisdltdvin korkeusmallin kuopat Wangin algoritmilla.

4. Lasketaan pisteet, jotka voivat virrata annettuihin valumapisteisiin. Ase-
tetaan ndma pisteet ykkosiksi ja muut nolliksi

5. Keratdan lasketut valuma-alueet kaikilta solmukoneilta ja kiytetddn niitd
uuden tarkemman keskiarvon laskemisessa P; = ﬁ > D,.

6. Estimoidaan haluttaessa konvergenssia luvussa kolme esitetylld menetel-
malla.

Vaiheita 1, 5 ja 6 ei tyossad hajautettu. Loput vaiheet 2, 3 ja 4 lasketaan kehi-
tettyjen hajautettujen algoritmien avulla.

5.2 Tekninen toteutus

Ohjelma toteutettiin padasiassa Linux ja Unix ympériston GNU [GCC]| oh-
jelmointityckaluja kiyttden. Ohjelmointikieleksi ja ohjelmointitavaksi valittiin
olio-orientoitunut C++ sille 16ytyvien, sovelluksessa tarvittavien, tehokkaiden
C ja C++ kielisten apukirjastojen suuren méairin takia. Ohjelma suunniteltiin
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Kuva 5.2: Liukuhihnan toiminta
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toimimaan tyyppillisessd Linux/Unix ympéristossi ja ohjelmoitiin lihes kaik-
kien ominaisuuksiensa osalta kokonaan itse. Talléin varsinaista ohjelmakoodia
ja toteutusta testaavaa koodia kertyi yhteenséd n. 25000 rivia.

Toteutetussa ohjelmassa valuma-alueanalyysin osalta toteutettiin lihes kai-
kista aiemmin kuvatuista valuma-alueiden laskentamenetelmistd seké hajaute-
tut ettd hajauttamattomat algoritmit. Niin algoritmien toiminan oikeellisuus
voitiin vertailemalla varmistaa. Jensonin/Dominguen algoritmista toteutettiin
vain hajauttamaton toteutus. Kehitetetyn hajautetun kuoppientayttdalgoritmin
osalta algoritmien oikeellisuus tarkastettiin vertailemalla laskennan tuloksia Jen-
sonin/Dominguen ja Wangin/Liun algoritmien antamien tulosten kanssa. Virhe-
pinnan generoinnin osalta toteutettiin teorian mukainen prosessikonvoluutioon
pohjautuva menetelmé, jossa Fourier-muunnoksen laskennan osalta kiiytettiin
apuna ulkopuolista FFTW [FFTW] kirjastoa.

Hajautetun laskennan osalta ohjelmassa kiytettiin MPI ohjelmointirajapin-
taa. Geodeettisella laitoksella ohjelma kiytti LAM MPI kirjastoa [LAM] ja Tie-
teellisen laskennan klusterilaskenta ymparistossd MPICH-kirjastoa. Laskennas-
sa tarvittavana, erdajoja koordinoivana klusterin resurssienhallintaohjelmana
kiytetiin Geodeettisella laitoksella tyotd varten viritetyn kahden koneen mi-
niklusterin osalta ilmaista Torque ohjelmaa [TRQUE]. Tieteellisen laskennan
CSC:n laskentaympéristossé kiytettiin Sun N1 Grid Engine [SGRID]| ohjelmaa.
Rinnakkaislaskennan osalta ohjelma kehitettiin toimimaan sekd POSIX Threads
ettd GNU Pth kirjasto rajapintojen avulla. Niisté jalkimméiinen simuloi séikeit3
itse ohjelman sisélld, minké avulla pystyttiin kiertdimééin Tieteellisen laskennan
ympéristossd vastaan tulleet ongelmat ohjelman ajamisessa.

Lopuksi tulosten tarkkuuden eli konvergenssin osalta johdetut monitoroin-
timenetelmét toteuttiin hajauttamattomasti ja toteutuksen toimintaa testat-
tiin normaalijakautuneella, nollakeskiarvoisella testiaineistolla. Toteutuksessa
Fisherin F,, p-jakauman kertyméfunktion toteutuksen osalta kiytettiin apuna
GNU Scientific Library [GSL] kirjastoa. 7y p-jakauman kertyméfunktion lasken-
ta osoittautui erittdin hankalaksi suurilla n:n ja p:n arvoilla, joilla 1ahes kaikki
funktion laskentatavat divergoituivat nopeasti pois oikeasta arvostaan. GSL kir-
jastolla kertyméfunktion arvo laskettiin lopulta integroimalla numeerisesti Beta,
jakaumaa, jota apuna kéyttden saatiin laskettua F, , jakauman kertyméfunktio
riittavélld tarkkuudella. Tétd poikkeusta lukuunottamatta laskennassa tarvitut
matemaattiset menetelmét, mm. lineaarialgebran laskentamenetelmét, toteutet-
tiin ja testattiin itse.
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Luku 6

Tulokset

Toteutetun ohjelman ja algoritmien toimintaa testattiin aluksi keinotekoisella
koeaineistolla. Ndin varmistuttiin toteutettujen menetelmien oikeellisuudesta.
Aluksi algoritmeja testattiin kokeilemalla, olivatko tulokset uskottavia ja tes-
taamalla menetelmié tapauksissa, joissa tarkka tai likimééridinen oikea tulos oli
tiedossa. Esimerkiksi virhepintojen osalta laskettiin kokeellinen semivariogram-
mi, keskiarvo ja varianssi, seki testattiin muuttujien normaalijakautuneisuutta.
Tamaén jalkeen varsinaisissa kokeissa testatuiksi asioiksi valittiin

e Wangin/Liun ja Jensonin/Dominguen kuoppientiyttdalgoritmien viliset
nopeuserot,

e konvergenssianalyysimenetelmén toiminta ja sen antamat tulokset valuma-
aluelaskennassa, seki,

e hajautetun laskentamenetelmin nopeus suhteessa hajauttamattomaan to-
teutukseen.

Testeissd kiytettyjen laskentaympéristdjen tarkeimmit tekniset tiedot on koot-
tu oheiseen taulukkoon. "Nopeus™rivilld ilmoitetut lukemat ovat Linux kiyt-
tojérjestelmén /proc/cpuinfo tiedoston mukaisia arvioita (BogoMIPS) koneen
prosessorin nopeudesta (MIPS - millions of instructions per second).
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Kuva 6.1: Esimerkki valuma-aluelaskennan tuloksesta

| [ PC-kone 1 | FGI:n klusteri CSC:n klusteri |
Prossessorit Athlon XP Athlon XP 2 HP Proliant Cluster
1900+, 32 bit UltraSparc IIi Opteron 2.2 GHz
32bit, 64bit 64bit, 512 CPUs
Nopeus 3170 3170 , 876 4390 per CPU
Muisti 1 GB RAM 1 GB, 512 MB 4GB -8GB
Ohjelmistot Linux 2.6 Linux 2.6 Linux 2.4, MPICH
Torque,LAM N1 Grid Engine
PC-kone 2 Kone 3
Prosessorit Pentium 4 UltraSparc IIi Sabre
3.06 GHz, 32bit 64bit
Nopeus ~5668! 876
Muisti 1.5 GB RAM 512 MB
Ohjelmistot | Win 2000 SP4 Linux 2.6

ARC/INFO 9.1

Matlab 6.5

1G8iSoft Sandra mittausohjelman tuloksista laskettu, lineaarisesti ekstrapoloitu arvio
2sama ensimmaisessé sarakkeessa kuvattu PC-kone 1
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Kuoppientéyttoalgoritmien nopeuseroja vertailtiin mittaamalla laskentame-
netelmien nopeutta muuttaen vain virhepinnan parametreji. Konvergenssime-
netelmad taas testattiin sekd keinotekoisella etté oikealla aineistolla, jolloin saa-
tiin arvio laskentamenetelméin antamasta tarkkuudesta. Laskennan hajautuksen
osalta vertailtiin Wangin/Liun valuma-alue algoritmin toimintaa ilman hajau-
tusta ja hajautuksen kanssa.

Kaikissa oikeaa korkeusmalliaineistoa kiiyttavissi testeissi laskentamenetel-
mien toimintaa kokeiltiin Hdmjoen ympéristostd lasketuista korkeusmalleista.
Alkuperédinen testeissd kiytetty Hamjoen korkeusmalli oli 10 metrin hilakoon
mukainen 1447 x 1198 kokoinen korkeusmalli, joka oli testeji varten skaalat-
tu my6s pienemmiksi 723 x 599 ja 361 x 299 kokoisiksi korkeusmalleiksi. Kor-
keusmallin alueena kiytettiin suorakulmion muotoista aluetta, jonka yhteniis-
koordinaatiston mukaiset kulmapisteet ovat (p = 6705000, ¢ = 3318500) ja
(p = 6694500, : = 3330500). Korkeusmallin origo yhteniiskoordinaateissa on
ndistd ensimmaéisessa eli pisteessd (p = 6705000, ¢ = 3318500). Valumapisteens
kiytettiin kaikissa testeissd pistettd (p = 6709085, 1 = 3327017).

6.1 Kuoppientidyttoalgoritmien toiminta

Teoreettisen tarkastelun pohjalta Jensonin/Dominguen algoritmin laskentano-
peuden tulisi olla voimakkaasti riippuvainen kuoppien méérastd. Wangin/Liun
algoritmin nopeuteen kuoppien méirilla ei taas pitéisi olla lihes lainkaan vaiku-
tusta. Tétd teoreettisen tarkastelun mukaista tulosta laskentanopeuteen halut-
tiin testata myos kdytdnnossi. Algoritmin skaalautuvuus paitsi korkeusmallin
varsinaisen koon, niin my6s korkeusmallissa olevien kuoppien mukaan on térke-
a8. Monte Carlo simuloinnissa luotavat korkeusmallit sisdltdvit tavallisesti kiy-
tetyilld, hyvin paikallisesti korreloituneilla virhepinnoilla, paljon pienii kuoppia.

Laskentamenetelmien nopeutta virhepinnan kuoppaisuuden suhteen vertail-
tiin ajamalla algoritmejé eri virheparametrin arvoilla. Testissd kiytetyn gaussi-
sen semivariogrammin parametreiksi valittiin 02 = 1, ¢ = {(0,57735,) 1, 15607,
2,89017, 5, 78035, 8,67052}.

Kuoppientdyttomenetelmien osalta testit tehtiin aiemmassa taulukossa esi-
tellyillda Athlon XP, Pentium 4 ja UltraSparc koneilla ja ohjelmilla, joissa kai-
kissa ajettiin hajauttamatonta valuma-alue laskentaa. Windows 2000 ympéris-
tossd laskenta tehtiin skriptilld, joka loi virhepinnat Matlabin toteutuksella ja
laski valuma-alueet ARC/INFO 9.1 Workstation ohjelman algoritmeilld, jotka
perustuvat Jensonin/Dominguen kuoppientidyttomenetelméin.

Tuloksista (Kuva 6.2) ndhdéén tyossd toteutetun Wangin/Liun algoritmiin
perustuvan kuoppientéyttomenetelmén olevan selvésti Jensonin/Dominguen me-
netelméé nopeampi. Myés ARC/INFO:n kuoppientiytté algoritmi on selvis-
ti Wangin/Liun algorimid hitaampi. Hajautettavaksi valittu laskentamenetel-
mé on hajauttamattomana huomattavasti muita nopeampi. Kuten odotettua,
virhepinnan parametrit eivit erityisesti vaikuttaneet Wangin/Liun laskentame-
netelmén nopeuteen, kun taas suurilla ¢:n arvoilla Jensonin/Dominguen me-
netelméssd tapahtui todella suurta hidastumista. Niin ei kuitenkaan kiynyt
ARC/INFO 9.1 Workstation ohjelman algoritmeille, joiden algoritmeji ilmei-
sesti optimoitu toimimaan Jensonin/Dominguen alkuperiistd perusalgoritmia
nopeammin. Tarkat numeeriset tulokset mittauksista 16ytyvit tyon liitteista.
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Kuva 6.2: Laskennan nopeus eri kuoppientiyttoalgoritmien suhteen
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Kuva 6.3: Virheen arvio ja oikea virhe, kun suurin ominaisarvo on tiedossa

6.2 Tulosten tarkkuuden arviointi

Kehitettya laskentamenetelméé kokeiltiin aluksi laskemalla satunnaisia korrelaa-
tioita sisaltéville normaalijakautuneelle, nollakeskiarvoisien muuttujien y kes-
kiarvon virheen yliraja, kun kovarianssimatriisin suurimmaksi ominaisarvoksi
oli asetettu A\jpaz = 1.

y = Bx, x ~ N(0,I), A ~ N(0,L1)

B = A/\/maz(eig(AAT)), y ~ N(0,BBT)

Tallin suurinta ominaisarvoa ei jouduttu laskennan aikana arvioimaan. Me-
netelméd testattiin ajamalla se néin luoduille satunnaismuuttujille 1000 kertaa,
jolloin oikea virhe ei ylittényt 500 néytteen keskiarvoille laskettua ylarajaa ker-
taakaan. Tdmén perusteella luottamusvili on > 99, 9%luottamusvili. Varsinai-
sissa testeissd keskiarvon oikea virhe oli n. 10 kertaa laskettua virhearvioita
pienempi (Kuva 6.3).

Tamaén jalkeen laskettiin virheen yldraja arviot aiemmin esitellylle Himjoen
korkeusmallin valuma-aluelaskennalle. Valuma-alue laskettiin kahdesti kiyttiden
1500 iteraatiota eli korkeusmallin realisaatiota (Ajot 1 ja 2) ja kerran kiyttiden
3000 iteraatiota (Ajo 3). Lasketun yldraja-arvion perusteella ndhddin (Kuva
6.4) laskentamenetelmén toimivan jarkevésti myos oikealla aineistolla. Toisaalta
valuma-aluekartoissa P ei 1500 ja 3000 iteraation vélilld ollut suurta eroa, joten



68 LUKU 6. TULOKSET

120 T T T T

— Ajo 1
Ajo 2
= = Ajo3
100 -
80 4
32
g 60 4
>
~~‘~-
40 it
201 4
O 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000

iteraatiot

Kuva 6.4: Virheen 95% luottamusvélin ylaraja Hamjoen korkeusalueelle

lasketun virheyldrajan taytyy olla hyvin karkea, oikean virheen ja ilmeisesti myos
tarkan 95% luottamusvilirajan ollessa huomattavasti matalampi. Menetelméassé
hyddynnetty pddkomponenttianalyysi toimi sen sijaan hyvin. Kéytetty Himjoen
1447 x 1198 kokoisen valuma-aluekartan varianssi saatiin usein tiputettua alle
kymmeneen muuttujaan ja aina alla sataan.

Laskennan konvergenssin arviointimenetelméé valuma-alue laskennassa oli-
si hyvd pyrkid kehittdmasn tarkemmaksi. Yksi mahdollinen tapa tdhén olisi
pyrkid huomioimaan keskiarvon normaalijakaumasta poikkeava, rajallinen alue-
véli [0,1]. Kokeellisesti jo tarkkoja tuloksia antavan 1000 iteraation kohdalla
virheraja on vasta luokkaa 100%, mikd tiedetddn varmasti jo laskennan alus-
sa. Kehitettyd konvergenssin arviointimenetelmaa voidaan kuitenkin kiyttda jo
nyt, mikili tulosten oikeellisuudesta halutaan olla ldhes tdysin varmoja ja kéy-
tOssd on riittavisti laskentaresursseja riittavan suuren iteraatiomééran laskemi-
seksi. Toisaalta, luvussa 3 mééritellyn likiméérdisen keskivirheen m,. kannalta
tuloset antavat tilanteesta huomattavasti positiivisemman kuvan. Noin 1000 x
1000 kokoiselle alueelle lasketun valuma-alueen koko on samaa suuruusluokkaa
koko korkeusmallin kanssa, minké seurauksena keskivirhe on noin 1000 kertaa
pienempi. Téllin likimadrainen laskennallinen keskivirhe tuhannen iteraation
paikkeilla olisi vain luokkaa 0,1%.

Kokeiden perusteella hajauttamattoman laskentamenetelmén mitatut ajoa-
jat testikoneella (PC-kone 1) olivat 4,2 tuntia (1500 iteraatiota) ja 8,6 tuntia
(3000 iteraatiota), joten ohjelmanajon pysédyttdminen tyypillisten konvergenssi-
vaatimusten perusteella vaatisi ilmeisesti satoja tunteja laskenta-aikaa.
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Kuva 6.5: Korkeusmallin koon vaikutus laskentanopeuteen

6.3 Hajautettu laskentamenetelméa

Hajautetun laskentaohjelman osalta ohjelma toimivuudesta varmistuttiin ver-
tailemalla hajautetun ja hajauttamattoman Liun/Wangin kuoppientiyttoalgo-
ritmin antamia tuloksia keskendin. Algoritmien nopeuksia testattiin aiemmin
esitetyissd laskentaympéristoissd. Testiaineistona kiytettiin Himjoen valuma-
aluetta ja laskennasta mitattiin 3,5 minuutissa laskettujen valuma-alue reali-
saatioiden méérid. Ohjelmia ajettiin niin, ettd konvergenssiarviointiin liittyvas
laskentaa ei oltu kytketty péélle, jolloin lasketut ajat mittaavat yksinomaan var-
sinaisen valuma-alue laskennan nopeutta. Testeissi ohjelmaa ajettiin kolmella
eri korkeusmallin korkeusmallien koolla. Erikokoisiksi skaalaatun korkeusmallien
koot olivat 1447 x 1198 (Alue 1), 723 x 599 (Alue 2) ja 361 x 299 (Alue 3). Niista
kahdessa jilkimmdisssd on § ja & alkuperiisen korkeusmallin pistemaarista.
Testeissd virhepinnan semivariogrammina kiytettiin gaussista semivariogram-
mia parametreilla af447 = 1,0 ja ¢1447 = 1,0 , joita skaalattiin korkeusmallin
koon pienentyessé, 02 = 0%,,, ja ¢, = Tizs $1447. Eri korkeusmalleilla ja vir-
heparametreilld saatiin oheisen taulukon mukaiset tulokset. Tuloksia vastaavat
mittaustulokset on néhtivissa kuvassa 6.5.

Korkeusmalli/#CPU | FGI (2) | CSC (1) | CSC (2) CSC (4)
Alue 1 3 (N=1) | 40 (N=3) | 69 (N=5) | 104 (N=4)
Alue 2 11 (N=1) | 133 (N=3) | 264 (N=1) | 536 (N=1)
Alue 3 60 (N=1) | 499 (N=2) | 756 (N=1) | 1044 (N=1)
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Kuva 6.6: Laskennan skaalautuvuus CSC:n klusterissa

Lisiksi testattiin hajautettujen laskentamenetelmien skaalautuvuutta useam-
mille laskentasolmuille. Testissé kiytettiin jatkuvasti samaa aluetta 1 ja nopeus-
mittaukset tehtiin samoin kuin edellisessd testissid mittaamalla 3,5 minuutissa
laskettujen valuma-alueiden méiréd ja keskihajonta (Kuva 6.6).

Tulosten perusteella korkeusmallin pienentyminen neljasosaan kasvattaa las-
kentanopeutta keskiméérin 2-4 kertaisesti. Laskenta skaalautuu suurempiin las-
kentasolmumaéariin likimain samalla tavalla korkeusmallin koosta riippumatta.
Mielenkiintoisesti Geodeettisen laitoksen minitestausklusteri nopeutui korkeus-
mallin alueen pienentyessid jopa CSC:n klusteria paremmin. Syynd t&hdn on
luultavasti Opteronia tehottomattomammat prosessorit, jotka nopeutuvat ver-
rattaen enemmén korkeusmallin koon pienentyessa.

Jialkimmaisten mittaustulosten (alue 1) perusteella néhdéén algoritmin no-
peuden skaalautuvan lineaarisesti suuremmille laskentasolmujenmaéérille. Poik-
keuksena tdhin ovat kierrosméadrat 32:1la laskentasolmulla. Syyné téhén on il-
meisesti laskennan alussa tapahtuvat aikaa vievét tiedonsiirto ja laskentaresurs-
sien jakovaiheet. Kun laskentasolmujen méaré kasvaa 32:teen, ei itse valuma-
alueiden laskentavaihetta ehdité aloittamaan. Havaintojen perusteella varsinai-
sen laskentavaiheen nopeus vaikutti kuitenkin olevan suhteessa samaa luokkaa
kuin pienemmillé laskentasolmuméérilld. Mittaustuloksien keskihajonta oli mel-
ko suurta. TAma johtuu todennikoisesti klusterissa yhté aikaa ajettavien ohjel-
mien vaikutuksesta tiedonsiirtonopeuksiin, seki laskentaympérisén prosessorien
heterogeenisuudesta. CSC:n klusterissa yhdelléd prosessorilla voi olla 1-4 itse-
naista laskentaydinti, minké seurauksena laskenta on nopeampaa tapauksissa,




joissa kéytetyt laskentasolmut ovat vain muutamassa fyysisesti erillisessi pro-
sessorissa.

Sovittamalla lineaarinen y = az + b malli kuvan 6.6 mittauksiin ja jatti-
malla 32 laskentasolmun mittaustulokset huomioimatta ovat nelidllisen virheen
minimoivat kertoimet a = 29,45 ja b = 4,58. Lukuunottamatta alun tiedon-
siirto ja laskentaresurssien jakovaihetta laskentamenetelmit skaalautuvat siten
kohtuullisesti suuremmillekin prosessoriméérille. Kun yhdelld laskentasolmulla
saadaan valuma-alueita laskettua 40 iteraatiota (kierrosta) ja yhden laskenta-
solmun lisdys kasvattaa iteraatioiden méarda 29,45:114, niin lisdlaskentasolmut
lisaavit laskentakapasiteettia 74% teholla.
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Luku 7

Y hteenveto

Tyossé kehitettiin ja toteutettiin hajautetut valuma-alueiden laskenta-algoritmit,
joiden avulla korkeusmallien epavarmuuden ja virheiden vaikutukset valuma-
alueeseen voidaan laskea aiempaa nopeammin. Ohjelman kiyttaja voi maéritel-
14 kumulatiivisesti gaussisten ja eksponentiaalisten semivariogrammien avulla
virheiden korrelaation korkeusmallissa ja laskea valuma-alueet merkitsemiinsé
valumapisteisiin. Koska kehitettylld hajautetun laskennan menetelmallad voidaan
valuma-alueen laskenta jakaa usealle koneelle, pystytadn kiytettdvissd olevien
laskentaresurssien rajoissa valuma-alueita laskemaan nopeasti myos hyvin suu-
rille korkeusmalleille. Haluttaessa ohjelma pystyy myos laskemaan arvioita tu-
loksessa vield olevasta virheesta.

Mitattujen tuloksien perusteella tyOssé asetetut tavoitteet saavutettiin. Ke-
hitetty, uuteen Wangin ja Liun algoritmiin perustuva menetelmé on huomatta-
vasti aiempaa laskentaa menetelméé tehokkaampi ja se toimii nopeasti helpoissa
tapauksissa, joissa kukin hajautetun laskennan kone voidaan laittaa laskemaan
omaa koko korkeusmallin kattavaa korkeusmallia.

Testien mukaiset virhearviot antavat hyvin pessimistisen arvion korkeusmal-
lissa vield olevasta virheesté, joka ilmeisesti voi olla kymmenia tai satoja kertoja
annettua arviota pienempi. Lasketut virhearviot ovat siten hyodyllisid vain riit-
tévén pienilld korkeusmalleilla, joilla korkeusmallien realisaatioita voidaan vield
laskea huomattavasti enemmaén kuin tarkan luottamusvilin mukainen virheraja
vaatisi. Tulevaisuudessa olisi hy6dyllista pyrkid kehittdm&an luottamusvalin ar-
viointimenetelmia antamaan realistisempia tuloksia. Koska padkomponenttime-
netelmalld pystyttiin tiputtamaan konvergenssiarviossa tarvittavien muuttujien
méadrd hyvin pieneksi, avaa tdméa ldhestymistapa mahdollisuuden soveltaa kon-
vergenssinarviointiongelmaan kehittyneempié, laskennallisen raskautensa takia
vain matalaulotteisille aineistoille sopivia laskentamenetelmié.

Hajautetun laskennan algoritmien osalta kehitetyn menetelméan pullonkau-
laksi muodostui tulosten keruuvaiheessa tehtdva synkronointi kaikkien laskenta-
solmujen kesken. Tulosten kerdysvaihe pakottaa laskennan lopulta tapahtumaan
valuma-alueita laskevan solmujoukon hitaimman solmun mukaan.

Laskennan liukuhihnoitus ja rinnakkaistus itse laskentasolmussa auttaa jon-
kin tdhdn ongelmaan, mutta ei poista sitd seikkaa, ettd algoritmin jatkokehitte-
lyssd tulosten keruuvaihe tulisi muuttaa toimimaan niin, ettd tuloksia kerdédvi
solmukone ei kerdé tuloksia aina kaikilta laskentasolmuilta. Vaikka puutte vai-
kuttaa laskentanopeuteen, se ei ole ongelma tyypillisessa klusterilaskentaympa-
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ristossé, jossa kaikkien koneiden laskenta nopeus on ldhes sama. Tété auttaa
my6s ohjelman sisdinen heuristiikka, joka pyrkii asettamaan yhté paljon lasken-
tatehoa kuhunkin erikseen valuma-alueita laskevaan laskentasolmujoukkoon.

Kehitetyn ohjelman liukuhihnoitukseen perustuvan modulaarisen rakenteen
takia ohjelmaa voidaan helposti muokata soveltumaan muuhunkin maanpinnan
kaksiulotteista korkeusmallia kiyttdvain laskentaan. Yksi tédlldinen sovelluskoh-
de voisi olla esimerkiksi GSM tai muiden radio, TV tai WLAN tyyppisten verk-
kojen katvealueanalyysi radiomastojen tms. ldhettimien optimaalisessa sijoitte-
lussa.

Ohjelman muunneltavuus mahdollistaisi myos korkeusmallien néytteistami-
sen ja niytteiden jalkikésittelyn parantamisen. Korkeusmallirealisaatioiden kuop-
pien poiston lisiksi laskentaan voitaisiin lisdtd muutakin kvalitatiivisten virhei-
den korjausta. Toisaalta koko korkeusmallinédytteiden luontitapaa olisi myos hy-
vé pyrkid kehittdmé&én realistisempaan suuntaan pyrkimaélla luomaan monimut-
kaisempia jakaumamalleja, joissa korkeusmallin kvalitatiivisia virheité ei péése
muodostumaan. Tdméa voi kuitenkin olla hyvin vaikeaa tai miltei mahdoton-
ta, koska esimerkiksi jo kuopattomuuden vaatimus asettaa hyvin monimutkaisia
riippuvuussuhteita korkeusmallin pisteiden vilille.

Tyén pohjana kiytetyn korkeusmallin tilastollisen mallinnuksen suurimpa-
na ongelman ovat jakauman parametrit, joiden arvioiminen kdyttédjén antamis-
ta mittauksista olisi tarpeellista joko ohjelman osana tai erillisend ohjelmana.
Realististen parametrien valitseminen vaatii geostatistiikan asiantuntemusta ja
tietoja kiytetyssé aineistossa olevasta virheestd. Ohjelman kiyton kannalta olisi
hyvé pyrkia kehittdméaan télldistd parametrien estimointimenetelmé&a.
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Liite A

Liitteet

A.1 Diskreetin konvoluutioteoreeman todistus

Prosessikonvoluutiota kisitteleviissi kappaleessa on esitelty diskreettikonvoluu-
tio ax b, Fourier-muunnos F(-), sekd konvoluutioteoreema, jonka yleinen muoto
on

F(axb) < F(a)F(b).

Todistetaan nyt tdmé hyvin tunnettu digitaalisen signaalinkisittelyn tu-
los yksiulotteisessa tapauksessa eli vektoreilla. Koska konvoluutio ja Fourier-
muunnos kohdistuvat erikseen kuhunkin ulottuvuuteen, voidaan seuraavaksi
esiteltdviat konvoluutio, Fourier-muunnos ja konvoluutioteoreema suoraviivai-
sesti yleistdd luvun lopussa esitellylld tavalla kahteen (matriisit) tai useam-
paan ulottuvuuteen. Olkoon a N-ulotteinen vektori ja b M-ulotteinen vekto-
ri, a0..(N — 1)], b[0..(M — 1)]. Vektoreiden diskreetti konvoluutio ja Fourier
muunnos ovat maaritelty seuraavasti [Mit 98].

min(N—-1,m)

(axb)[m] = > a[n]b[m — n]

n=maz(0,m—(M-1))
missd m € [0, M + N — 2] ja

N-1
F(@)u] o« Y an]e I F)n
=0

S

N-1

F(@)[n] o Y a[ulel R
u=0
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Fourier-muunnos kaavoista on jitetty vakio skaalaustermi pois. Lineaarisen
funktion skaalaus tulisi valita niin, ettd F~!(F(a)) = a. Tdmi voidaan tehda
eri tavoilla, mutta niisté tavoista kaikki eivét johda eksaktiin konvoluutioteo-
reemaan F(a xb) = F(a)F(b), joten tdssid kappaleessa kiytetdén vain skaa-
lamatonta Fourier-muunnosta ja todistetaan konvoluutioteoria ilman eksakteja
skaalaustermejé.

Laskemalla konvoluution Fourier-muunnos saadaan johdettua konvoluutio-
teoreema nollilla laajennetuille diskreeteille signaaleille.

M+N-2
F(axb)u] = Z (ax b)[m]e‘j(“M_fh)m
m=0
M+N-2 min(N—1,m)
z a[n]b[m — n])e~I @ mER=T)m
m=0 n=maz(0,m—(M-1))

(]

- ajn]e "I TER=)"b[m — nle I @ FER= (M=)

m=n

=] n+M-—1
=— (a[n]e—j(uﬂfﬁj)n Z b[m . n]e—j(u-MTzfv_—l)(m—n))

Laajentamalla nyt vektorit a ja b nollilla N + M — 1 pituisiksi vektoreiksi
a. ja be, miki ei vaikuta konvoluution arvoon, voidaan kaavan summatermit
tulkita N + M — 1 pituisiksi diskreeteiksi Fourier-muunnoksiksi.

N+M-2 N+M-2
= > (ae[nle-"‘“ﬁ-—”" > be[m1e—f<un%ﬁ_—l>m)
n=0

m=0
N+M-2 ' -
= Y (aelnle T F () u])
n=0

= Fl(ac)[ulF(be)[ul

Tuloksesta saadaan laskukaava konvoluution laskemiseksi Fourier-muunnoksen
avulla, joka voidaan toteuttaa nopeasti FFT-algoritmilld (Fast Fourier Trans-
form).

axb o F~1[F(a.)F(be)]

Tuloksen yleistiminen korkeampiin ulottuvuuksiin onnistuu, kun kéiytetéén
alla olevia kaavoja konvoluution ja Fourier-muunnoksen laskemiseen. Kaavo-
jen kaksiulotteiset laajennokset on 18ydettévissd digitaalisen kuvankésittelyn
kirjallisuudesta[Gon 99] ja yleisemmit tulokset Fourier-muunnoksia késittele-
viistd matemaattisesta kirjallisuudesta. Kaavoissa A ja B voivat olla esimerkik-
si diskreettejd N1 x Ny ja M; x Mj kokoisia matriiseja.
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(A*B)[my, .., mg| =

min(N1—1,m1) min(Nk—1,mg)

> Alny, .., nk|B[(m1—ny),

ni=maz(0,m;—(M1—1)) ng=maz(0,mk—(Mk-1))

missd m; € [0, M; + N; — 2] ja

Ni—1 Ngk-1 - P
‘F(A)[ulv --vuK] X Z = Z a[nl, ..,nK]e_ﬂ"Efﬂ N

n1=0 ng=0

Nl_l NK_I q K uin;
FHA) [, .., nk] o Z s E afuy, __,uK]eﬂWZ.ﬁl—h,.—‘

ny=0 wug=0
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A.2 Optimaalinen konvoloitavan virhepinnan ja-
ko

Todistetaan aiemmin annettu, konvoluution mukainen minimitiedon siirtomaa-
rad koskeva tulos. Olkooon korkeusmallin koko W x H, suotimen koko (2X +
1) x (2Y +1) ja olkoon jokaisessa solmukoneessa kiytettévissd olevaa muistia M
yksikkod. Olkoon korkeusmalli paloiteltu K 2:teen, yhta suureen ¥ x £ kokoi-
seen, suorakaiteen muotoiseen alueeseen. Téll6in korkeusmallit osa-alueet, joille
on olemassa kaikki 8 naapuripalaa, vastaanottavat tietoa muista laskentasol-
muista 4XY + 2X H/K + 2YW/K pistettd. Nama pisteet ovat laskenta-alueen
naapuripisteité, jotka tarvitaan, jotta X x Y kokoisen suodinmaskin mukainen
konvoluutio voidaan laskea jokaisessa laskentasolmun pisteessé. Olettamalla kai-
killa laskentasolmuilla olevan 8 naapuria ja vihentdmaélld alueen reunapalojen
ylimésriiset alueet voidaan tiedonsiirronmééré laskea koko K2 aluetta sisalté-
ville jaolle.

T(K) = 4XYK? + 2XHK + 2YWK — (2WY +2HX + 4XY)

Kaava saa minimiarvonsa aina kun K = 1, joten on vield tarpeen rajoittaa
yhden solmukoneen muistinkéiyttéd HW = K2M.

T(K) =2XM K3 + (4XY — 28X)K? + 2YWK — 2WY +4XY)

el
T — 3XM K2 | 92(2XY — MN)K + YW =0

Sijoittamalla kaavaan %Kﬁl =0, HW = K2M saadaan

3XH +4XYK —2XZ£ +YW =0
AXYK? + (3XH+YW)K —2XH =0

Sijoittamalla saatu tulos takaisin kaavaan T'(K) saadaan kaava optimaalis-
ten ratkaisujen tiedonsiirtoméérélle T'(K) = (YW — XH)K —4XY - 2WY =
O(maz(H,W)K). Yhtalosta %KEZ = 0 voidaan myds ratkaista reaaliarvoinen
optimiarvo K:lle, jonka ympéristostd voidaan etsid hyvia yhtélon kokonaisluku-
ratkaisuja.

K =3 (M —6YW + /MZ— (AWX +3W)M + 4X2W2)
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A.3 Ulottuvuuksien redusointi

Ohessa on C++ ldhdekoodi, joka etsii alivaruuden, joka siséltii p% koko datassa
olevasta varianssista.

#include <iostream>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>
#include <string.h>
#include <new>

~
*

Heuristically estimates linear pJ variance

dimensions (subspace) from data. Method

uses approximative PCA solution (~ uncorrelated
dimensions) to calculate such subspace (in practice
data between solved dimensions may correlate quite much)

In any case, this method always calculates at least
the first five dimensions.

Code is based on approximative PCA calculation
method (aproxeigs - modified Hebbian eigenfilter
(uses deflate method from FastICA)).

Parameters:

plimit - p% percent stopping criteria

N - number of data points

vdim - number of dimensions in data

v - data v[j,i] = v[j*vdim + i]

W - subspace vectors (allocated with malloc() by the routine)
(i:th vector: w[i*vdim + (0..vdim-1)] (0 <= i < wnum))

wnum - number of subspace vectors estimated (subspace dimensions)

wvar - amount of variance in estimated subspace

vector to store solved eigenvalues
(allocated with malloc() by the routine)
zeromean - does input data (v) has zero mean

Returns total variance estimated to be in data or negative
value if there was an error.

If call is succesful (and w != 0) then w contains
vectors of subsp . It is resposibility of caller
to free(w) those vectors (free(e) too).

in pratice it could be also good idea to reduce
dimensions down to given limit so things are
computable but results are bad if subspace
covers only small proportion of all variance.

This implementation is based on my earlier eigenfilter code.
Tomas Ukkonen

L R B R N R N R R R R N R R R R R R R T R A Y

*/
double approxvarspace(const double plimit, const unsigned long N,
const unsigned long vdim, double* v, double*& w,
unsigned long& wnum, doublek wvar, double*k e,
bool zeromean = true)

// illegal parameter values
if (plimit <= 0.0 || plimit >= 1.0) return -1.0;
if (N <= 0 || vdim <= 0) return -1.0;

double *w_old = 0, *s = 0, *d = 0;
w=0;e=0;
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w = (double*)malloc(sizeof (double)*vdim) ;

e = (double*)malloc(sizeof (double));

w_old = (double*)malloc(sizeof (double)*vdim);

s = (double*)malloc(sizeof (double)*vdim);

d = (double*)malloc(sizeof (double)*vdim*N) ;

if(w==0 1l wold==0 1]l s8==01ld==01|e==0){
// memory allocation(s) failed

if(w) free(w);
if(w_old) free(w_old);
if(s) free(s);
if(d) free(d);
if(e) free(e);

w=0;e=0;
wnum = 0;

return -1.0;

// local copy of data: d
memcpy(d, v, sizeof(double)*N*vdim);

if (!zeromean){ // removes mean from data
double* mean = w_old;
memset (mean, 0, sizeof (double)*vdim);
double s = 1.0 / ((double)N - 1.0);

for(unsigned long n=0;n<N;n++)
for (unsigned long j=0;j<vdim;j++)
mean[j] += s * d[n*vdim + j];

for(unsigned long n=0;n<N;n++)
for(unsigned long j=0;j<vdim;j++)
d[n*vdim + j] -= mean[jl;

3

// calculates total variance from (zero mean) data
double totalvar = 0.0;
{

double scale = 1.0/((double)N - 1.0);

for(unsigned long i=0;i<(N*vdim);i++)
totalvar += scalex(d[il*d[i]);

const double varlimit = totalvar*plimit;
wvar = 0.0; // amount of variance in already estimated subspace
wnum = 0; // number of estimated dimensions

unsigned long index = 0;
const double TOLERANCE = 0.000001;
const unsigned long MAXITERS = 200;

while(wvar < varlimit && index < vdim){

// initialization of subspace direction
// (random unit length vectors)

double* _temp = (double*)realloc(w, sizeof (double)*(index+1)*vdim);
if (_temp == 0){

free(w); free(s);

free(d); free(w_old);

w =0; wnum = 0;
return -1.0;
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}
w = _temp;

-temp = (double*)realloc(e, sizeof(double)*(index+1));
if (_temp == 0){

free(w); free(s); free(e);

free(d); free(w_old);

w=0;e=0;
wnum = 0;
return -1.0;
}
e = _temp;
}

double wlen = 0.0;

for(unsigned long i=0;i<vdim;i++){
wlindex*vdim + i] = rand()/((double)RAND_MAX) - 0.5;
wlen += w[index*vdim + il*w[index*vdim + i];

}
wlen = 1.0 / sqrt(wlen);

for(unsigned long i=0;i<vdim;i++)
wlindex*vdim + i] *= wlen;

bool convergence = false;
unsigned long iters=0;

while(!convergence){
// keeps solving w[index] eigenvector
memcpy (w_old, &(w[index*vdim]), sizeof (double)#*vdim);

for(unsigned long i=0;i<N;i++){
double n = 1.0/((double) (i+1));

double y = 0.0;

// y = (d[i]*w[index]) [0];
for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
y += d[i*vdim + k]*w[index*vdim + k];

// wlindex] += n*(y*d[i] - y*y*w[index]);

double wlen = 0.0;

for(unsigned long k=0;k<vdim;k++){
wlindex*vdim + k] += n*y*(d[i*vdim + k] - y*w[index*vdim + k]);
wlen += w[lindex*vdim + k]*w[index*vdim + k];

}

// wlindex].normalize();
wlen = 1.0/sqrt(wlen);

for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
wlindex*vdim + k] *= wlen;

}

// orthonormalizes w[index] against
// already solved w[O0...(index-1)] basis

// s.zero();
memset (s, 0, sizeof (double)*vdim);

for(unsigned long j=0;j<index;j++){
// s += (w[jl*w[index])*w[j];

double ww = 0.0;
for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
ww += w[j*vdim + k]l*w[index*vdim + k];

for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)

85
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s[k] += ww*w[j*vdim + k];

// wlindex] -= s;

// wlindex].normalize();

double wlen = 0.0;

for(unsigned long k=0;k<vdim;k++){
wlindex*vdim + k] -= s[k];
wlen += w[index*vdim + k]*w[index*vdim + k];

}

wlen = 1.0/sqrt(wlen);
for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
wlindex*vdim + k] *= wlen;

// checks for convergence
// tmp = 1.0f - abs(w_old * w[index])[0];

double tmp = 0.0;
for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
tmp += w_old[k]*w[index*vdim + k];

tmp = 1.0 - fabs(tmp);

if (tmp < TOLERANCE)
convergence = true;

iters++;
if (iters >= MAXITERS)
break;
}

/*
* removes effect of w[index] vector from data
* and calculates how much variance this direction
* collects from data
*/
e[index] = 0.0;

for(unsigned long i=0;i<N;i++){
// d[i] -= ((d[il*w[index]) [0])*w[index];

double innerproduct = 0.0;
for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
innerproduct += d[i*vdim + k]*w[index*vdim + k];

for(unsigned long k=0;k<vdim;k++)
d[i*vdim + k] -= innerproduct*w[index*vdim + k];

e[index] += (innerproduct*innerproduct)/((double)N);
}

wvar += e[index];
index++;

¥
wnum = index;

IIIITIIIIITII71000011711010077111111111111111111117

// frees memory
free(w_old);
free(s);
free(d);

if (wnum == vdim)
wvar = totalvar;

// vectors of subspace w isn’t free’ed
// caller must free them with free().

return totalvar;

LIITTEET
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A.4 Mittaustulokset

Tassd kappaleessa listataan kuvissa kiytettyjd mittaustuloksia.

A.4.1 Hajautetun laskentamenetelmén mittaukset

Hajautetun algoritmin toimintanopeutta mitattiin ajamalla algoritmejé eri ko-
koisilla korkeusmalleilla ja vertailemalla saatuja laskenta-aikoja.

Source DEM file ’dd.bin’ : 1447 x 1198
Source noise parameters

Gaussian correlation model

Variance (sigma~2) = 1, phi = 1.

Drainage point was (1027,466).
Area was Hamjoki drainage basin.
Convergence estimation calculations were not dome.

Downscaled DEM files were: 723 x 599, 361 x 299.
For which phi parameters were 1/2 and 1/4.
And startpoints were (513, 233), (256,116).

Number of iterations computed in 3 minutes and 30 seconds

were measured. If exact execution time was longer (FGI cluster),
results were scaled accordingly. In case of

multiple measurements (N>1), mean value was used.

Execution times on CSC’s cluster can be off 10-15 seconds and
exeuction speeds were clearly affected by other load in the cluster.

1447 x 1198 sized maps were large enough to fit the whole memory
so no map dividing was needed. CSC’s CPUs had multiple cores but
algorithm was executed to use only one core per machine.

Execution was single threaded and multiple threads were simulated
with PTH library. CSC’s computing environment (C+MPI) didn’t allow
execution of multiple threads per process/node.

Algorithm / Machine Map size
1447x1198  723x599 361x299
demanalysis 22/N=1 82/N=1 431/N=1

Athlon XP [1]

mpidemanalysis, 3/N=1 11/N=1 60/N=1
FGI cluster [2]

mpidemanalysis 40/N=3 133/N=5 499/N=2
CSC cluster [3]
1 CPU (1x1 core)

mpidemanalysis 69/N=5 264/N=1 756/N=1
CSC cluster [3]
2 CPUs (2x1 core)

mpidemanalysis 104/N=4 536/N=1 1044/N=1

CSC cluster [3]
4 CPUs (4x1 core)

Scalability test

Mean number of iterations in 3 minutes and 30 seconds
on CSC’s cluster. (N = number of samples)

Map size/CPUs 1 2 4 8 16 32
1447 x 1198 40/N=3 69/N=5 104/N=4 247/N=3 476/N=2 67/N=3
(3]
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Machine / software information

[1] demanalysis (wang’s algorithm)
Linux 2.6.12-1.1380_FC3 #1 i386 GNU/Linux AMD
Athlon XP 1900+ CPU (1.6 GHz) 1 GB RAM

[2] mpidemanalysis (distributed wang’s algorithm)
FGI minicluster (2 machines): Athlon XP [1] and
UltraSparc IIi Sabre (64bit) 512 MB RAM

[3] mpidemanalysis (distributed wang’s algorithm)

HP Proliant Cluster (sepeli.csc.fi)

2 CPU x Opteron 2.2 GHZ (SMP, 1 core) 4/8 GB RAM ("50% of nodes),
2 CPU x Opteron 2.2 GHZ (SMP, 2 cores) 4/8 GB RAM (“50% of nodes),
512 CPUs, 768 processor cores

A.4.2 Kuoppientidyttdalgoritmien ajoajat

89

Oheiset tulokset antavat eksaktit mittaustulokset eri algoritmien toimintano-

peuksista, eri virhepinnan parametreilla.

DEM ’dd.bin’ : 1447 x 1198
Variance (sigma~2) = 1
Gaussian correlation model/semivariogram

Dranage point was (1027,466).
Area was Hamjoki drainage basin.
Convergence estimation calculations were not done.

Measurement method with experiments [1] and [2] were
RDTSC x86 assembly command based timing

(accuracy: ~ 1/1.6 GHz sec/iter).

Measurement method with experiment [3], [4] and [5] was
based on system clock (accuracy ~0.5 sec/iter).

Parametrit Total Mean Std.Dev.
(phi, iterations, #) sec/iter sec/iter
0.57735, 100, [1] 18 min 11.1591 0.102094
1.15607, 100, [1] 19 min 11.8572 0.115461
2.89017, 100, [1] 16 min 10.1882 0.101709
5.78035, 100, [1] 16 min  9.8900 0.103126
8.67052, 100, [1] 17 min 10.5162 0.0990754
0.57735, 10, [2] 1656 min  934.8 25.1248
1.15607, 10, [2] 124 min  744.398 63.8731
2.89017, 10, [2] 20 min 121.695 9.13081
5.78034, 10, [2] 5 min 33.3318 0.963961
8.67052, 10, [2] 4 min 24.9955 0.724911
0.57736, 10, [3] N/A 100 N/A
1.15607, 10, [3] N/A 97 N/A
2.89017, 10, [3] N/A 100 N/A
5.78034, 10, [3] N/A 107 N/A
8.67052, 10, [3] N/A 116 N/A
0.57736, 10, [4] N/A 10 N/A
1.15607, 10, (4] N/A 11 N/A
2.89017, 10, [4] N/A 9 N/A
5.78034, 10, [4] N/A 9 N/A
8.67052, 10, [4] N/A 10 N/A



0.57735, 10, [5] 9 min 54 N/A
1.15607, 10, [5] 10 min 60 N/A
2.89017, 10, [5] 8 min 48 N/A
5.78034, 10, [5] 7 min 42 N/A
8.67052, 10, [5] 9 min 54 N/A

Machine/software information
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[1] demananalysis (wang’s algorithm)

Linux 2.6.12-1.1380_FC3 #1 i386 GNU/Linux AMD |

Athlon XP 1900+ CPU (1.6 GHz) 1 GB RAM |

[2] demanalysis (domingue’s algorithm)

Linux 2.6.12-1.1380_FC3 #1 i386 GNU/Linux AMD

Athlon XP 1900+ CPU (1.6 GHz) 1 GB RAM

[3] ARC/INFO Workstation 9.1 (drainage analysis) +
Matlab 6.5 (FFT based noise generation).
Windows 2000 SP 4, Pentium 4, 3.06 GHz, 1.5 GB RAM

[4] demanalysis (wang’s algorithm)
Windows 2000 SP 4, Pentium 4, 3.06 GHz, 1.5 GB RAM

[5] demanalysis (wang’s algorithm)
UltraSparc IIi Sabre (64bit) 512 MB RAM




